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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛИ В СРЕДЕ СО СЛУЧАЙНЫМИ 
НЕОДНОРОДНОСТЯМИ КОЭФФИЦИЕНТА ПРЕЛОМЛЕНИЯ

(О бзор)
В . А .  Е р а с и л ъ п и к о в ,  А . М .  О б у х о в

1. Обзор посвящен проблеме «волны и флюктуации», получившей в 
последние годы развитие в связи с рядом задач атмосферной акустики, 
гидроакустики, атмосферной оптики и распространения радиоволн в тро­
посфере. Речь идет об изучении явлений, возникающих при распростра­
нении волны в среде со слабыми случайными неоднородностями, обуслов­
ленными турбулентностью.

Так, например, при распространении звуковой волны в атмосфере иод 
влиянием неоднородностей поля ветра и поля температуры имеют место 
флюктуации фазы [1 , 2 ] и уровня сигнала [3]; подобные же явления на­
блюдаются при распространении звука в море [41 и распространении радио­
волн в тропосфере [5]. j

Исследование флюктуаций характеристик волнового поля требует 
развития приближенных методов решения волнового уравнения для слабо 
неоднородных сред и привлечения статистических представлений. В этом 
направлении авторами был выполнен ряд работ; некоторые результаты 
этих работ вместе с рядом работ других авторов далее кратко излагаются.

2. С достаточной степенью точности явления распространения звуко­
вых волн в неоднородной среде могут быть описаны волновым уравнением

1 *** _  V7° 
с2 dt2 — v ( 1 )

где скорость распространения волны с зависит от координат г (х, г/, z)*.. 
Неоднородности коэффициента преломления предполагаются слабыми, т. е.

с =  с0 (1  +  р); р< С 1 . (2)
Классическим методом решения уравнения (1) при условии (2) является 

метод возмущений; при этом потенциал ср разлагается в ряд по степеням 
малого параметра \к

? =  То +  ? !+ • • •  (3)
Этот метод широко используется в решении задач о рассеянии на ма­

лых неоднородностях, однако его применение встречает определенные 
трудности при расчете характеристик волн по прохождении достаточно 
толстого возмущенного слоя протяженностью L , состоящего из «слабых» 

но крупных неоднородностей, масштаб которых I значительно 
больше длины волны Эти трудности связаны с эффектом «набега­
ния возмущения фазы» до значений, сравнимых с -гг. В предельном случае 
крупных и плавных неоднородностей при 1 ^ > 1  представляется возмож­
ным использование уравнений лучевой теории:

( Щ 2 =  (1 +  Ю2. 1
2V In ЛУО +  У 26 =  О ( ’

* Зависимость с от времени не будем явно учитывать, считая, что во времени 
характеристики среды меняются медленно по сравнению с частотой колебании.
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где 0 — эйконал (величина, пропорциональная фазе) и А— амплитуда. 
Приближенный метод решения уравнений (4), опирающийся на малость 
а и соответствующую линеаризацию, был использован в работах [5, 6 ]. 
Возмущение эйконала и уровня сигнала представляются при этом выра­
жениями

L
6' =   ̂pdx,

о
L

In А  =  - 1 J V*0'dx, (5)
О

где А 0 — амплитуда иевозмущениой волны и интеграл берется вдоль 
невозмущеиного луча.

Этот метод позволяет учесть геометрические эффекты, пока углы откло­
нения луча достаточно малы; однако область применения его ограничена, 
поскольку он не учитывает диффракционных эффектов.

Можно рассмотреть задачу о флюктуациях фазы и уровня волнового 
поля на основе более общих уравнений, позволяющих приближенно 
учесть диффракционные эффекты [7, 8 ].

Введем комплексную функцию
А'b(r) =  S  +  i l n T ,О

где S  (г) — фаза. Полагая

<р(г, t) = А 0 ехр {г(о>г — 6 (г)}

И подставляя (7) в уравнение (1), получаем:

(Щ*  +  iV4> =  hi (1 +  р)3,

для невозмущенного поля соответственно О =  к0х. Полагая в общем слу­
чае *]> =  ф0 +  У и пренебрегая далее членами, содержащими (Уф7)2, по­
лучаем основное уравнение теории

2 (V fV M  +  iV Y  =  2^0 , (9)

линейное относительно возмущения «комплексной фазы» . Поскольку 
при выводе этого уравнения пренебрегалось (V'b')2, а не величиной (’У)2, 
здесь не требуется малости возмущения фазы и амплитуды, а требуется, 
чтобы относительные изменения волнового поля на расстояниях порядка 
X были малы. Из уравнения (9) при пренебрежении диффракционным 
членом сразу же следуют уравнения (5). Можно показать, что в области 
применимости классического метода возмущений решение уравнения
(9) (с сохранением диффракционного члена) приводит к тем же результатам, 
что и метод возмущений.

При область применения геометрического приближения ограни-
,  2тт/2чена определенным критическим расстоянием ЬЩ)=  -у —, начиная с которо­

го становятся существенными диффракционные эффекты. Для учета 
этих эффектов (в духе теории Френеля) оказывается возможным поль­
зоваться упрощенным уравнением (9)

(10)
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Решение этого уравнения имеет вид:

Y  (х , у , z ikо
2тг

о

со ехр <*ЬР* 1
2 ( * - Ы

—со
х  —  Е,

р ($, т/, С) d'qdWc, ( 11)

где
Р2 =  V -ч* +

3. Поскольку в турбулентной среде и (ж, г/, z) можно трактовать как 
случайную функцию координат, целесообразно далее перейти к статисти­
ческому рассмотрению задачи.

Основной статистической характеристикой полн пульсаций jx (х, у, z) =
=  jx (Л7/) служит корреляционная функция В (М\,М2) =  jx (Мх) jx (М2), ко­
торую для статистически изотропного поля значений jx можно считать 
зависящей лишь от расстояния г между точками ML и М 2\ при этом
jx (х, у, z) =  0. Корреляционные функции при больших г стремятся к 
нулю и, вообще говоря, должны быть определены из эксперимента. 
В [8] экспериментальные данные аицроксимировались функциями В (г) 
вида

В (г) =  Р3 ехр (— ; ( 12)

возможны и другие виды аппроксимации [9].
Для статистического описания ноля ;х (х, у , z) может быть также 

использована так называемая структурная функция

(13)

(14)

id Л

007

D (г) =  [|i (г +  р) — |i (р)]2; 
связь ее с функцией В  (г) такова:

D (г) =  2В (0) — 2В  (г).
Использование, там где это возможно, функции D{r) имеет определен­

ные преимущества, так как при их экспериментальном определении вы­
падает трудность выделения среднего 
уровня и, кроме того, эти функции 
служат основными характеристиками 
в статистической теории локально- 
изотройной турбулентности [101, 111].
Экспериментальные данные, иллю­
стрирующие применение этой теории 
к микроструктуре поля ветра, содер­
жатся в работе [12].

На фиг. 1 представлена структур­
ная функция поля температур, взя­
тая из работы [13] и полученная при 
помощи малоинерционного термо­
метра сопротивлений на высоте 1,5 м 
от земной поверхности и расстояний 
до 32 см. Сплошной линией пока­
зана теоретическая структурная 
функция ноля температур (закон 
«2/3»), предложенная в работах [14],
[15]. Структурная функция коэффи­
циента преломления для звука отли­
чается от структурной функции температурного поля лишь численным 
коэффициентом, который нетрудно подсчитать.

4. Может быть указан общий метод вычисления средних квадратич­
ных значений флюктуаций характеристик волны (фазы, амплитуды), 
распространяющейся в среде со случайными неоднородностями, если из-

0,01

о
г  ч д d 0 2 см

Фиг. 1. Структурная функция темпера­
турного поля (осень, 1949 г.,8 час. 10мин.)

Д7г| =  Bd'1»; В =  3-1СГ2 °С-см~'1,
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вестны статистические свойства (корреляционная функция) ноля неодно­
родностей. В применении к простейшей постановке задачи (геометриче­
ская акустика) этот метод состоит в использовании формул (5), возведе­
ния их в квадрат и последующего усреднения 15]. В результате получаем 
средний квадрат интересующей нас характеристики (например, фазы) в 
форме двойного интеграла, содержащего корреляционную функцию:

LL
S ' 2 =  ^  у. (х) (х') dxdx', (15)

о о
который легко преобразуется к однократному интегралу

L  со

S 7*  =  2 L V *  J (L — г) В  (г) dr ®  2 L  ̂  В (г) dr (16)
о о

(при больших значениях расстояния L).
Применение более точной теории, опирающейся на уравнение (10), 

позволяет линейно выразить возмущения фазы и амплитуды через флюк­
туации р (х, у, z) при помощи трехкратного интеграла (И). Возведение 
в квадрат и последующее усреднение приводят к представлению средних 
квадратов соответствующих флюктуаций через шестикратные интегралы, 
содержащие корреляционную функцию, которые в дальнейшем могут 
быть упрощены.

Конкретный расчет флюктуаций фазы и амплитуды при использовании 
корреляционной функции гауссового типа (12) с учетом диффракционных 
эффектов приводит к следующим выражениям [8 ]:

IL 1 - i-^ a rc tg /J  ,

In А
(2 * )V  ( l  ai'ctg D

(17)

(18)

nгде D .
В предельном случае D < ^i  (сравнительно малые дистанции и L< ^Li;p)

2 J . 4 JS ' 2 S  (2-) 2
X2

А  \ а 7Г2

1 П т  I12 IL
/3 *

(19)

(20)

Эти формулы совпадают с формулами, получающимися из теории, 
основывающейся на геометрическом приближении.

В другом предельном случае (т. е. при L ^ > L Hp) получаем:

S ' 2 ^  (2ir)V  ̂

X2 •

(21)

(22)

Таким образом, при больших L  выражение для флюктуаций фазы 
отличается от соответствующей формулы, полученной из геометрических
представлений, лишь численным множителем —== (пропорциональность L

\ 2

сохраняется). Вместе с тем, зависимость флюктуаций амплитуды волны 
от L  претерпевает резкий перелом при переходе через значение Lltp,

In j растет пропор­
ционально ЬЛ и не зависит от А (в соответствии с теорией, использую­
щей геометрическое приближение); при больших L  флюктуации логарифма



Распространение волн е среде со случайными неоднородностями 111

амплитуды имеют тот же закон изменения, что и флюктуации фазы 
(in и при этом появляется зависимость от X.

Аналогичный метод расчета может быть применен и для расчета корре­
ляции флюктуаций характеристик волнового поля в различных точках
[16]. При решенни задач теории рассеяния волн на неоднородностях ис­
пользуется выражение для потенциала возмущенного поля. Вычисление 
среднего квадрата потенциала возму­
щенного поля указанным выше методом 
позволяет выразить интенсивность рас­
сеянной волны через корреляционные 
функции пульсаций [17, 9, 18].

5. Приведем в заключение примеры 
конкретных расчетов вычисления флюк­
туаций фазы и амплитуды при распро­
странении звука в турбулентной атмо­
сфере.

Для расчета точности определения 
пеленга по наблюдениям в двух точ­
ках, находящихся на расстояннн d друг 
от друга (база), представляет интерес 
вычисление среднего квадрата флюктуа­
ций разности фаз [19, 20]. Эта задача 
может быть решена общим методом, 
причем результат выражается через 
структурную функцию ветрового ноля и

4 ) 2 C2L<fb, (23)

где постоянная имеет значение порядка 
единицы, со — круговая частота и С —
так называемая характеристика турбулентности, входящая в выражение 
для структурной функции поля скоростей,

[V (Мх) — v (М 2)]2 =  СЧ*/., (24)

где v (Л/) пульсация скорости ветра; для условий атмосферы (приземный 
слой) она имеет в системе CGS значение нескольких единиц [12, 21].

Аналогичная формула получается также при учете поля пульсации 
температуры.

Принимая структурную функцию коэффициента преломления в виде

\ п  (АД) -  я  (М 2)Р  =  Н Ч ' ! > } (25)

где / /  — структурная характеристика поля пульсаций коэффициента 
преломления, можно рассчитать [221 средний квадрат флюктуаций уровня 
сигнала на основании уравнения (10):

( 1 п 4 ) 2 -  0 ,Ш Р К 'иЬ"и. • (26)

Характер зависимости флюктуаций уровня сигнала от L, а также нх 
абсолютные значения, удовлетворительно согласуются с эксперименталь­
ными результатами, изложенными в работе [23] и представленными на 
фиг. 2. Изложенная теория открывает возможность решения обратной 
задачи — определении структурных характеристик турбулентности по 
результатам акустических измерений [19], [23].

решение имеет вид:

(6\  — S 2) 2 ^  const (

Фиг. 2. Зависимость ^(ln ЛМ0)2 = 
=<т In Л от L (1948 г., высота 8 м над 
земной поверхностью). Данные изме­
рений приведены к одному масштабу; 
за начальные значения приняты вели­
чины с In А, относящиеся к расстоя­

нию 22 м. Измерения:
7—1.VIII, частота v=5000 гц; 2—31. VII, час­
тота v=50U0 гц; 3—31 VII, частота v=3000 ец: 
7—9.VIII, частота v=3000 гц; 5-10.VIII, 

частота v-41000 гц
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