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ДИФРАКЦИЯ И ИЗЛУЧЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 
В ЖИДКОСТЯХ И ГАЗАХ. ЧАСТЬ I

31. Д .  Х а с к и и д

Излагается общая теория гидродинамических сил, действующих 
на ijeJio при дифракции и излучении акустических воли в жидко­
стях' и газах.

Показывается, что развитая ранее теория обобщенных коэффициентов 
присоединенных масс и демпфирования [ 1 ] находится в тесной связи с тео­
рией гидродинамических сил и моментов в дифракционной проблеме. В 
этом случае гидродинамические силы и моменты полностью определяются 
через функции излучения, характеризующие излучение акустических волы 
в жидкостях и газах при колебании тела с единичными амплитудами ско­
ростей. В частности, при дифракции плоских волн, указанные силы и мо­
менты, равно как и коэффициенты демпфирования, выражаются только 
через асимптотические характеристики функций излучения.

Линейная теория гидродинамических сил н моментов
В линеаризированной теории излучения и дифракции акустических 

волн в жидкостях и газах потенциал скоростей Ф° (х, у, z, I) определяется 
из волнового уравнения

д2Ф° , дЧ)° 
дх* +  dxf

дФ«
+ ду*

1 д2Ф
“  с2 dt2 ’ (1)

где с* =  У  (dp/dr)0— скорость звука в невозмущениой жидкости,
р и р — соответственно давление и плотность.

На поверхности тела S  потенциал скоростей удовлетворяет гранич­
ному условию

дФ9

где vn (Mt I) — нормальная составляющая скорости какой-либо точки М  
поверхности тела S ; при этом нормаль к поверхности S  мы будем счи­
тать направленной внутрь жидкости. Для твердого тела функция vn вы­
ражается через поступательные и угловые скорости следующим образом:

vn (M, t) =  n*V +  ( rx n ) .Q

(V =  KA +  V2i2 +  F3i3, О =  VAix +  Vbu  +  Vei„  r  =  xix +  yi2 +  zis). (3)

Здесь V и — соответственно векторы поступательной и угловой ско­
рости, г — радиус-вектор точки М  и и — единичный вектор внешней 
нормали.. !

Кроме перечисленных условий, излучаемые и продифрагированные 
волны удовлетворяют па бесконечности принципу излучения, т. е. на 
больших расстояниях от тела они переходят в расходящиеся волны.

Если потенциал скоростей Ф° (х, у , z, t) определен, то давление в каж­
дой точке жидкости определяется из линеаризированного соотношения

дфо

п(Му I); ( 2 )

Р - Р о  = — ро dt ' (4)
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где р0 и р0 — соответственно /давление и плотность иевозмущенной 
жидкости.

Пользуясь этим, можно найти выражения для главного вектора и 
главного момента гидродинамических сил. Имеем

\ \ ( Р  — Po)ndS,

В дальнейшем мы рассматриваем случай, когда набегающие и излу­
чаемые колеблющимся телом волны имеют одну и ту же частоту а, так 
что поступательная и угловая скорости колебаний тела и потенциал 
скоростей набегающих воли Ф0 могут быть определены соотношениями:

V =  уеш , П =  шеы , Vs =  vseinl (s =  1,2, . . .  , 6 ),

Ф0 (х, у, z, t) =  <р0 (.г% у,  z) eial (г =  \ '  — 1 ).. (6)

Здесь и в дальнейшем в комплексных выражениях, содержащих множи­
тель exp ict, следует рассматривать только действительную часть.

В соответствии с соотношениями (б), положим

Ф° (а, у, 2, /) =  а (х, у, z) еы  +  <о0  (х, у, z) ем , (7)

где функция © (х, у, z) яр к колебаниях твердого тела удовлетворяет
условиям *:

< 9 2 с ?

дх* д у *

дс? =  и*v +  (rXn)*to — па S ,дп да
доl im r j  -|- i k y ) =  0 (принцип излучения).

г —«со

(8)

(9)

(10)

Для функции ср (ж, ?/, z) имеем следующее общее представление:

К  =  ( * -  <)2 +  (У - Ч ) 2 +  (* -  С)2).
Из формулы (11) вытекает асимптотическое выражение:

<Р =  -  Q (к, 0, «И ' -  L  (к, О, Ф) - 0 -  + 0  (4 -) . (12)

где г, 0 и ф— сферические координаты, а функции Q(k , 6, ф) и L(&, 0, ф) 
определяются соотношениями

Q (к, 0, Ф) =  ^  е1** .g .) dly f (13)
s

L (к, О, Ф) =  ^ j_g. [z _  J*. (г* -  х2)] — Р [i* |fi- ( у -  х  ^  -  У2)) +
) ' ‘ S  ■ •'

(X — (я cos Ф +  У sin ф) sin 0 +  z cos 0, г- =  х2 +  у2 +  z2).

* Дальнейшее изложение справедливо такж е для области, ограниченной поверхно­
стью 2 , на которой задан импеданц z. Соответствующая функция источника может
быть найдена в частных случаях.
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Представим функцию v ( x ,y ,  z) в расчлененном виде:
6

а =
4 = S '?"1V m  + ? == Ф г V +  Ф2о  +  <р7> (15)

т=  1
где векторы Ф, (®1> ®2. ъ )  и ?6> ?(;) и функция о- удовлетворяют
условиям

дФ}
дп ' =  »,

зф2
дп = г х п , д<?7

дп •• - ?£  »• (16)

дх* ■ + d,f + дъ* +  А:2 <рт =  0 ( т  = 1 , 2 , . . . ,7 ), (17)

lim 7* +  ik(fm) =  0. (18)
Г—* со 4 '

При этом асимптотический характер функций эт  (х , ?/, z) определяется 
формулой

,—ilir ,—ikr 1Tm (*, У.*) =  -  <?m (A, 6, *) ^ -----b m (A, 0, *) ^  +  0 (19)

где Qm (A, o, 0) и Lm(A, 0, b) определяются через om, согласно соотно­
шениям (13) и (14).

Функции <эт (ху у  у z) ехр Ы  (т «  1, 2, . . .  , 6) представляют собой потен­
циалы скоростей возмущенного движения жидкости при колебаниях твер­
дого тела с единичными амплитудами скоростей. Этими функциями опре­
деляются простейшие формы излучения акустических волн, в связи с чем 
будем их называть функциями излучения, функцией ср7 (я, у, z) ехр га/ 
определяется решение дифракционной проблемы (функция рассеяния). 
Наконец, величины ()т(ку Ь, 6) и Lm(kt 6, <1>) являются асимптотическими 
характеристиками функций излучения и рассеяния.

Из соотношений (4), (7) и (15) имеем следующее выражение для 
давления в жидкости:

р — Ро =  — р0^ е м ( Ф г \ +  Ф2* ®>) — ро*а (?о +  ??)е™1- (20)

Подставив выражение (20) в формулы (5), получим

F  =  F (1) +  F (2>, М =  М(1) +  М(2). (21)

Здесь F (1) и м(2) представляют собой главный вектор и главный момент 
гидродинамических сил, вызванных вынужденными колебаниями тела

^ ( O V v  +  Ф f » ) ^ d S ,  
s J

$$(Фх.у  +  Ф s . » ) ^ d 5 ,
s

а F (2) и М(2) — главный вектор и главный момент гидродинамических 
сил, обусловленных дифракцией набегающих воли вокруг тела (диф­
ракционные силы)

F(2> =  poi°eio(  ̂  ̂(ср0 -|- ®7) dS,
S

М(2) -  Роi°eia‘ \ \ ( Ъ  +  <?,) ^ d S .  (23)
S

Для последующих преобразований заметим, что если мы имеем две 
функции U и W,  удовлетворяющие волновому уравнению (17) и принципу
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излучения (18), то на основании формулы Грина легко установить правило 
перестановки [1]

S  S

Далее введем в рассмотрение группу комплексных коэффициентов

d s  (т, / =  1, 2, . . . ,  6).

Из правила перестановки (24) следует симметричность коэффициентов 
Pm; И  X m j ,  т. е. Р т э  =  Р;т и Xm j  =  X j m . Коэффициенты pmj и Xm j  зависят 
от формы поверхности S  и волпового числа А излучаемых волн.

Используя соотношения (22) и (25), получаем

..,6 ) , (26)

где Xj  — проекции главного вектора F (1)( / = l ,  2, 3) и главного момента
М(1) (/ =  4, 5, 6). Из этих выражений видно, что pmj и Хт?* представляют 
собой обобщенные коэффициенты присоединенных масс и демпфирования *. 

Из формул (16) и (24) имеем

< 2 7 >

Поэтому для проекций Ym главного вектора F {2) (т =  1, 2, 3) и глав­
ного момента М(2)(/?г =  4, 5, 6) дифракционных сил находим

Таким образом, дифракционные силы, играющие роль возмущающих 
сил, полностью определяются через функции излучепия <?т  для произоль­
но заданной системы набегающих воли (<р0ехргз/).

Рассмотрим, в частности, дифракцию сферических волн, для которых 
<р0 определяется выражением

Ае—Ып
?о =  4^;- (>1 =  (* -  %)2 +  (У — Ух)- +  (z — Zi)2)-

Тогда из общих формул (И) и (28) получаем простые выражения:

Y m — poi3C?m ?/i> zi> A) Aeiat (m =  1, 2, . . . ,  6). (30)

В случае же дифракции плоских волн функция <?0 имеет вид:

<р0 =  В е г ikr (k =  A (sin 0О cos ф0 iL - f  sin Q0 sin ф0 h  +  cos 0O i3)). (31)

Пользуясь этим и формулами (13) и (28), находим

Ym = o0bQm(k, 0О± *>  %) Веы  (т =  1, 2, . . 6). (32)

Основные закономерности для коэффициентов [im- и Хт-
честпешше
=  — LG

дапные содержатся
I -ч

и некоторые коли- 
величип - =

т ;

в работе [1]. Совокупность величии 

образует тензор импеданцев. Одпако физический смысл имеют
коэффициенты \хт  ̂ и "кт - в отдельности.



352 М . Д . Хаскинд

Таким образом, при дифракции плоских волн дифракционные силы 
выражаются только через асимптотические характеристики Qm функций 
излучения <рт . Через эти же характеристики определяются коэффициенты 
демпфирования [1]:

2it  тс

Х*П =  S 3  Re [$ Ц  \  Qi (к, 6, ф) Qm (к, 0, ф) sin Odo]. (33)
О 6

Полученные выше результаты легко обобщить на случай плоской 
задачи. В самом деле, пусть координатная плоскость yz параллельна 
контуру С поперечного сечения цилиндрического тела, на которое набе­
гает система волн с потенциалом скоростей следующего вида:

Ф.) {%, У, z, t.) =  e <al- ,<xX) %(у,  z).  (34)

Тогда при наличии колебаний контура С давление может быть пред­
ставлено в форме

Р — Р о = — Ро*а [у2?2 (У. z) +  У3ср3 (у, z) +  г?4ср4 (у, г)] —
-  Ро [ф0 (у, z) +  ф(1> (у, Z)], (35)

где г?2, г?8 и г?4 — комплексные амплитуды поступательной и угловой 
скоростей контура С, а функции излучения <рт  (у, z) (/??. =  2, 3, 4) и функ­
ция рассеяния (у, z) удовлетворяют условиям:

Эя cos (re, у), =  COS (re, z), д~£*-

*Чп 
ду* h
lim У  г
г-« со

у cos (n,z)  — zcos (re, у) па С, (36)

ду'- +

(7-Ф
- ^  +  * 4 »  =  ° (т =  2, 3, 4), (37)

( а ,  + **?«) 0 (r2 =  2/2 +  z=), (38)

£>ф(0 Зф0
д« d/i на С, (39)

а2Ф(1> 4- Л2 6(1) П +  Ао т1 и (*о =  *2- / 4 ) , (40)

lim ] / г ( ^ - 4 - г7с0Ф(1)) =  0. (41)
г -» со

Все функции излучения срт (у, z, А) определяются общей формулой:

|_н о" (А#о) -,3?’
с

(г/, г, А) =  1 5 [ и Г  (kr0) ^ 1 -  «рт  I  И Г  (*Г0)] dl.
(42)

(^  =  ( ? / - # + ( z - C ) 2),

где //(,2) (кг0) — функция Ганкеля 2-го рода.
Из формулы (42) находим асимптотическое выражение:

( й >

где г и 0 — полярные координаты, а асимптотические характеристики 
Lm определяются соотношениями

С°т (к, 0) =   ̂ f ig L  _  i*Tm g )  dl, (44)
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Аналогичные формулы имеют место для функции рассеяния фМ {у, z, к,). 
Подставив выражение (35) в общие формулы (5), получим

(/ =  2, 3, 4, Vm = vmcial),

dq>т

дп dl (то =  2, 3, 4).

(46)

(47)

Здесь.Xg, Х3, Х4 и 7 2> ^з» ^4 — составляющие главного вектора гидроди­
намических сил и момента этих сил относительно оси х , обусловленные 
соответственно колебаниями контура С и дифракцией набегающих воли 
вокруг цилиндрического тела, причем

Для дальнейшего рассмотрим деформационные колебания цилиндри­
ческого тела, каждое сечение которого колеблется как твердое сечение,, 
но вместе с тем вдоль образующей нормальная составляющая скорости 
меняется по экспоненциальному или синусоидальному закону, так что 
потенциал скоростей всего движения жидкости может быть представлен 
в форме

Ф (х, у , z, г) =  ei(a/-~кхх) [«2?2 (у, Z, /с„) +  и3?3 (у, z, к0) +  иЛ<о4 (г/, z, ft0)], (49)

где и2г Щ и гг4 — комплексные амплитуды поступательной и угловой 
скоростей контура С.

Гидродинамические силы при этих деформационных колебаниях 
определяются выражениями, аналогично (46):

* cL
Zj  =  —  2  [ W i  (*о) ~ dt '  ^  m ] X

m~2

X (/ =  2, 3 ,4 \U n  =  ume ^ - ^ ) ) .
Пользуясь правилом перестановки (24) и условием (39), имеем

(50)

6(1 ) д (? т  ( У *  z’ к о )

д п
dl =  — 5<Рт(У, Z- k«)d̂ d l-

С

(51)

На этом основании выражения (47) для дифракционных сил прини­
мают компактный вид:

=  Poteem ~k*x) [
С

. д<?т(У’ *>ко) ,  7 . д Фо
Уо д п  У™ ( У ’ Zy ^ дп dl (т =  2, 3, 4). (52)

При дифракции плоских волн функция б0 имеет вид:

<Ь( =  cos e®+z sin °®). (53)
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Поэтому из формул (44) и (52) находим

Ym =  p0hQ°n(k0, (l0 +-к) Вег(а,~кхХ) (т =  2, 3 ,4 ), (54)

где (??п(/с0, б) — асимптотические характеристики функций излучения 
<рт (?/, 2, к 0 ) .  Через эти характеристики коэффициенты демпфирования 
Xjm (Ло) выражаются следующим образом [1]:

+ГС ________
Aim(А0) =  g R e [ # ( к 0 , 6)Q ° n ( к 0 , 0)de] . (55)

— ТС

Если же мы имеем дифракцию цилиндрических воли вокруг контура 6', 
го потенциал скоростей Ф0 определяется в форме

Ф0 =  -  X  /Д2> (Ата) е «  (г* =  (г/ — +  (z -  Zl)2). (56)

В данном случае кх =  0 и А == А0. Следовательно, из формул (42) и 
(52) мы получим

Ym =  — р0госрт  (уг, z t , к) Аеш (т =  2, 3, 4). (57)

Отметим, что если цилиндрическое тело движется поступательно 
вдоль образующей (оси х) со скоростью и, то формулы (46), (50) и (52) 
остаются без изменения. Осуществив необходимое дифференцирование, 
можно затем перейти к  подвижной координате хг == х  — u t .  При этом 
частота з в экспоненциально-временном множителе выражений (50) и 
(52) заменяется на кажущуюся ах =  а — кхи (эффект Допплера).

Ф и г . 1 Ф и г . 2

Ф и г . 1 . Присоединенная масса и коэффициент демпфирования шара 
Ф и г . 2. Присоединенная масса и коэффициент демпфирования цилиндра

Рассмотрим некоторые применения полученных результатов. Пусть 
мы имеем шар радиуса а, тогда Ф2 =* 0, а для вектор-функции 
Ф х (ои  ср2, ср3) мы имеем

*) е%Ка /1  \  с -  ikr
<̂ 1 47гр0 (1 +  iha) \ г  ̂ /  г г̂’ (58)

1Г =  sin 0 (ix cos ф +  i2 sin ф) +  i3 cos 0,

где
n (h\ _L) Ш  (1 + ika)g3
}-t ( « )  Л  ( / C )  —  о  9 ------  / , 2 „ 2  I 9 / / .

4 +  2/c2fl2

3 2 — /c2a2 +  2 ika 

2 <jil (0) kW
(59)

p (*) =  p ( ° ) . m *) =  t + w  -
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График зависимостей р /  |а (0) и X / X (X =  -- сщ (0) k 3a3J от Аа представ­
лены на фиг. 1.

Из формулы (58) получаем следующее выражение для асимптотиче­
ской характеристики (?2> (?з):

Qi (к, О, 40 =
S i  к  ( [Л -  X) eika

Ро (1 +  i k a )
lr.

Формулами (26), (28), (30), (32), (58) и (60) определяются гидродина­
мические силы, действующие на шар при дифракции и излучении аку­
стических воли в жидкостях и газах. В частности, из формул (32) и (60) 
следует, что при дифракции плоских воли дифракционные силы сводят­
ся к равнодействующей, приложенной к центру шара:

V0 =  — iB keiot.

Здесь V0— вектор скорости набегающих волн в центре шара.
Аналогичные результаты имеют место для кругового цилиндра ради­

уса а. В этом случае ф 4 =  0, а для вектора Ф 1 ( 0 , ф2, ф ;{) м ы  получаем 
выражение:

«*№>)-4* (**)
ф 1 = ---------- Il f  ( V )  lr, lr =  Ч cos 6 +  i3 sin 0, (62)

где Il\2) (x) =  / j  (x) — iTVj (ж) — функция Ганкеля, a p (k„) и X (/c0) опреде­
ляются соотношениями:

l*(/Cn) * X (/Co) _  il (0) я »  ( M  -  v  //<*> (M) ’

u  (A0) =  p (0) Ж/° '+  Л' 1 W  ”  * * o) X = aix (0)

(h  — xlof +  (iV, -  *Л*)* ’ •' ' (Л  -  * /0) +  < * i -  *iV0)*

(p (0) =  77Poa2, x =  kna).

(63)

Графики зависимостей p (k0) /  p (0) и X (k0) /  X (X =  у  <*p (0) ет2 j  от k0a 
представлены на фиг. 2.

В соответствии с (62)' находим следующее выражение для асимптоти­
ческой характеристики Qj (0, (Xj, (Jo)-

Q!(*o. <0 -
4 (p (й0) -  -1 X (*0) 

7Tp0«^i2> (M)
l r - (64)

Поэтому при дифракции плоских волн вокруг кругового цилиндра из 
формулы (54) мы получаем

■̂диф —
2  (  И - ( к 0) —  —  X  (к о) j

д ( »  (А-0а)

_0 
dt ’ V„ =  — 0J

2£
( k 0 =  А0 ( i 2 cos 0O +  i 3 sin 0o)).

(65)
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Здесь V0 — векторная составляющая скорости набегающих волн в точках 
оси кругового цилиндра, перпендикулярная к этой оси.

При помощи специальных функций можно определить точные решения 
для функций излучения и их асимптотических характеристик в других 
случаях. В частности, для плоской пластины ширины 2а, расположенной 
вдоль оси ?/, применение функций Матье приводит к  следующим выраже­
ниям для обобщенных коэффициентов присоединенных масс и демпфиро­
вания [1]:

*,3 (*о) -  4  >-зз (Ао) =  -  Ро~а- 2  Bl
n=0 2П+1

2П+1, 1»

р0тга4 ^  *e2n 2

«“1 2П
2n, 2»

( 66)

(67)

где £е„(0) и Л’е' (0) — значения функций Матье —-Танкеля и их^произ- 
водных, а В2п+1Л и Z?2rli2 — первые коэффициенты в тригонометрических

Фиг. 3. Присоединенная 
масса и демпфирование при 
вертикальных вибрациях 

пластинки

Фиг. 4. Присоединенный 
момепт инерции и демпфи­
рование при вращательных 

вибрациях пластинки

разложениях функций Матье se2 n + 1  (у) и se2n (т̂ ). Графики зависимостей' 
от /с0а отношений |*3з/!1зз(°)> *зз/аРзз(0), tA44/^44 (0), Х44/ ( 0 )  (р.33 (0) =  
== р0тга2, р>44 (0) =  р0ка4/») представлены на фиг. 3 и 4.

Для эллиптического цилиндра и, в частности, для пластины функции 
излучения <р2> ?з н ?4 легко определяются при помощи разложений по 
функциям Матье п тем самым по формулам (52), (54) и (57) можно найти 
дифракционные силы в различных случаях. При дифракции плоских волн 
вокруг пластины, в соответствии с формулой (54), будем иметь (Ко =  0)

Ys,t =  — р0з/с2 Be!(o‘ k*x) [®3+ (у, 0, *0) -  (у, 0, А0)] е ikvv dy
—а (68)

(ку =  к0 cos 0о, кг =  к0 sin 0о),

где <р+ и <р- — значения функций излучения па верхней и нижней 
сторонах пластины.

Если волновой вектор к  дифрагирующих плоских волн перпендикуля­
рен к  отрезку ширины пластины (^у =  0), тогда пз (68) мы получаем 
простое выражение (К4 =  0):
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У г =  р33 (/С0) +  хзз (А'о) v 0z, V0z =  -  ikzBei(a,- ’̂ \  (69)

Здесь Vqz— составляющая по оси z скорости набегающих волн в точках 
пластины.

При малых значениях Ы и k0l можно приближенно вычислить асим­
птотические характеристики и функции излучения для тел произвольной 
формы, где I — характерный линейный размер тела. В самом деле, пусть 
мы имеем симметричное тело относительно координатных плоскостей, 
тогда из формулы (13) с точностью до членов, содержащих к2, получаем 
приближенное выражение для вектора Q i(^1? Q2 , (?3):

Qi {к, 6, Ф) =  ikD\r +  ik*n (0) \x +  ik^ (0) ly +  lz, (70)
Po Po ‘ Po

я и *  ̂ I » • • w * *■

где D — объем тела, a 1*, \y и L — векторные составляющие но осям 
координат единичного вектора 1Г. Аналогичное выражение можно полу­
чить для вектора Q2(<?4> <?5> <?с)-

Из (32) и (70) мы находим приближенное выражение для главного 
вектора дифракционных сил при дифракции плоских волн вокруг тела 
произвольной формы:

d \  dX dX dX
Рдиф =  141 (0) -£ ■  +  14, (0) +  11зз (0) - g -  +  PoD 27 (V0=  -  iB № *). (71)

Здесь V0x, Voy, V02 — векторные составляющие no осям координат вектора 
•скорости V0 набегающих воли в начале координат.

Указанное приближение (малые значения kl) соответствует отожде­
ствлению набегающего волнового потока в области расположения тела 
однородным поступательным потоком со скоростью V0(/). Формула (71) 
представляет собой частный результат для гидродинамической реакции 
-при обтекании тела ускоренным поступательным потоком [2, 3, 4].

В случае шара и цилиндра формула (71) приводит к соотношениям:

Рш =  3|1Ш (0) §  ( Ы  (0) =  1 Р0Dm) ; F 4 =  2uri (0) dJf (fi„ (0) =  PoDa). (72)

Оба эти результата непосредственно также вытекают из точных реше­
ний (61) и (65). Сопоставление этих точных решений с приближенными 
выражениями (71) и (72) показывает, что изложенный выше приближен­
ный, прием основан на пренебрежении демпфирующими эффектами и на 
учете инерционных эффектов в первом приближении (j-i(O)).

Приближенное вычисление функций излучения и их асимптотических 
характеристик можно улучшить, исходя из следующих соображений: 
известно, что значения функций срт  при к =  0 па поверхности трехосного 
эллипсоида, полуоси которого равны а, Ь и с, определяются соотноше­
ниями [5]:

*дё

©1 =  — ©2 =  — С*У> ?3 =  ~
? 4  =  —  C4?/Z > ? 5  =  —  Фв =  —  С ^Х Ц ,

\хи (°) 
?oD ( i - 1 ,  2, 3), ни (0) 1 +  4

paL. 1 -

_  Но* (0) 4  +  1 „ _  _  с_  Я
* > „ /„  S2 _ {  ’ 61 -  Ь ’ * * “ « '
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и Ixx, lyyi Izz — моменты инерции объема эллынсоида относительно oceit
Х у Уу Z.

Формулы (73) в точности выполняются в точках поверхности эллипсо­
ида при к  =  0. Для поверхностей, мало отличающихся от эллипсоида, 
эти формулы дают приближенные значения. Так как нас интересуют не 
сами значения функций <рт  в точках поверхности S, а интегральный 
результат, определяемый формулами (11)—(14) и (19), то очевидно, что 
при малых к местные отклонения значений функций срт  от выражений 
(73) не могут заметным образом повлиять на результат интегрирования.

Таким образом, для определения функций излучения срт  в различных 
точках и их асимптотических характеристик Qm и L m можно пользоваться 
формулами (73), в которых ст — величины, относящиеся к заданной 
поверхности.

Пользуясь этим методом и применяя теорему Остроградского, мы 
получаем для Qx (Qx, Q2, (?з) выражение:

Qi (*, е, ф) =  ik [(1 +  с,) 1Х +  (1 +  с2) 1„ +  (1 +  С3) 1J  \ \ \  elk*di  -
d (75)

— *■ Щ  (clxi1 - f  c2yi2 +  c3zi3)
b

Выражение (75) представляет собой более точную зависимость при 
малых к. Аналогичным путем вычисляются остальные величины, причем 
в случае плоской задачи значения функций <р2, ср3 и <р4 в точках контура 
С определяются приближенными соотношениями:

Ъ  =  — С*У’ Ъ = — Сз*> ?4 =  — c\yZy (76)
где

/ _ \Х22 (й) / __  У'ЗЗ (Q) / __ И>44 (^) (а  / С)2 +  1 / П П \

* P tA  ’ 3 РсЛ  ’ 4 Ре** ( а  / c f  — 1 * V 7

Здесь S 0 и ix — соответственно площадь, ограничиваемая контуром С 
и момент инерции этой площади относительно оси х\ 2а и 2с — линейные 
размеры площади S 0l в направлениях осей у и z. Если рассматривается 
случай дифракции и излучения беспорядочных акустических волн раз­
личной частоты, которые можно рассматривать как стационарный случай­
ный процесс, то спектральный анализ стационарных случайных процессов 
позволяет определить статистические характеристики соответствующих 
величин [6].

Рассмотрим беспорядочные плоские волны, для которых известна 
корреляционная функция 7?0(т) или спектральная плотность £ 0(а) скоро­
сти V0 этих волн. Функции S (а) и Л (т) связаны соотношениям:

-{-со о»
R  (х) =  ^  ^ S  (a) cos (ха) ds, S  (о) =  2  ̂Я  (х) cos (хз) fllx. (78)

—со О

Спектральная плотность Sp(z)  какой-либо случайной функции F , 
зависящей линейно от V0, определяется простым выражением

Sp  (а) =  | фИ а) |2 S 0 (а), (79)

где Ф/?(а) представляет собой передаточную функцию.
Для многих стационарных случайных процессов корреляционная 

функция определяется в виде
В 0 (т) =  В 0е~^  1Т1 cos ро (80)

где в рассматриваемом случае двумерных волн D0 = It0 (0) — значение
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дисперсии скорости V0, а а0 и ро — положительные постоянные, завися­
щие от интенсивности волн.

Из формул (78) и (80) находим выражение для спектральной плотности

1 d -  <8 1 >5°(3) D°*° b +  Ро)2 +  «Z + (°-Ро)* +  «5
В соответствии с формулами (78) и (79) значение дисперсии DF =  lip  (0) 

величины F  можно найти при помощи соотношения
4-со

Dp =  L  \  1<М*)1 * $ > (* )* . (82)
—со

В частности, при дифракции плоских волн вокруг шара передаточная 
функция Ф/,(з) равнодействующей дифракционных сил (импеданц) опре­
деляется формулами (59) и (61). Мы имеем:

ф „  (а) = ___ (0> ______elka

и, пользуясь формулами (81) — (83), получаем

(83)

оо

D f  тга2 C' |J,“ ■D°K \  х ' +  А [(* +  §)* -I- а 2 +  (я — (з)2 +  a 2]  dx
—СО (84)

« =  P =  c =  V (d p ld to ).
?Jna

Выполнив в (84) необходимые вычисления, мы приходим к выражениям:

1)F = 9 р2 (0) D0 {a [f1 (a, p) + Л (a, -  3)] +  U («, P)>
p2 +  a2 +  2( l + 2?)

/l(« . P)

/•(«> p) =  4 j-tt

(?e + «t + 2?)* + 4(l + p)» *
(32_a2) [4+  (?• +  «*)*]

(85)

16 +  (?* +  «2)4 +  8  |( 3 2 —  d ‘“)2 +  4^2а 2] •

Аналогичным путем можно определить статистические характеристики 
в других случаях.
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