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ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ ВОЛН НА ПЕРИОДИЧЕСКИ НЕРОВНЫХ
ПОВЕРХНОСТЯХ »
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В последнее время в связи с возрастающим применением звуковых 
волн и радиоволн сантиметрового диапазона значительно возрос интерес 
к задаче о рассеянии волн на неровных поверхностях. Известно, что нали­
чие неровностей может существенно изменить как дальность распростра­
нения волн, так и структуру поля. Так, например, при распространении 
звука в море его границы — волнующаяся поверхность и дно — рассеи­
вают звук по всем направлениям, в том числе и но направлению к источ­
нику звука, что может в некоторых случаях полностью замаскировать 
полезный сигнал, а интерференция прямой и рассеянных волн приводит 
к весьма сложной картине звукового поля в море; это рассеяние обуслов­
ливает и дополнительное затухание звука. Явления рассеяния волн на 
неровностях морской или земной поверхности весьма существенны также 
при распространении радиоволн в атмосфере. Определенный интерес эта 
задача представляет и в архитектурной акустике, где неровные поверхно­
сти используются как средство для улучшения акустических свойств 
больших помещений.

В математическом отношении рассматриваемая задача является весьма 
сложной, так как невозможно методом разделения переменных получить 
решение волнового уравнения, удовлетворяющее заданным граничным 
условиям на неровной поверхности. Пути для точного решения этой зада­
чи в общем виде до сих пор не найдены. Однако существует значитель­
ное число теоретических работ (появившихся в осповном за последние
5—6 лет), в которых разработан ряд приближенных методов расчета 
поля.

Ниже дается краткая характеристика основных приближенных методов 
расчета поля, рассеянного на неровной поверхности.

Сформулируем подробнее рассматриваемую задачу. Пусть плоская 
монохроматическая волна (звуковая или электромагнитная) падает на 
бесконечно протяженную неровную поверхность, уравнение которой задано 
в виде 2 — £(я, у). Требуется найти решение волнового уравнения для 
полупространства над неровной поверхностью, удовлетворяющее гранич­
ным условиям на неровной поверхности и условию излучения на бесконеч­
ности. Будем предполагать далее, что а) неровная поверхность является 
абсолютно отражающей; б) функция, характеризующая неровную по­
верхность, зависит только от одной из координат (например, х)\ в) неров­
ности поверхности имеют периодический характер, т. е. Z,(x) =  £(.т +  L), 
где L  — период неровностей; г) плоскость падения первичной волны сов­
падает с плоскостью xz выбранной прямоугольной системы координат 
(фиг. 1). г

Таким образом, мы ограничиваемся здесь рассмотрением плоской зада­
чи. Обобщение полученных результатов на случай трехмерной задачи 
обычно принципиальных затруднений не представляет.
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1. М е т о д  Р э л е я .  Согласно Рэлею полное поле над периодичебки 
неровной поверхностью может быть представлено в виде суперпозиции 
плоских волн '23, 63]
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В акустическом случае 9 — потенциал скорости, в случае электроди­
намики — одна из компонент векторов Е или Н. Первый член ряда пред-
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ставляет падающую волну, остальные — рассеянное поле, состоящее из 
зеркально отраженной волны (п =  0) и рассеянных воли высших номеров, 
обычно называемых в теории дифракции спектрами различных порядков.

Направление распространения спектра гс-го порядка составляет с осыо 
z угол 0П, определяемый выражением

sin 0n =  sin 0о +  nqjky

где 0о — угол падения первичной волны, к  — волновое число и q =  2К/l. 
При |sinOn | > l  cos0n становится мнимой величиной. Чтобы удовлетво­
рить принципу излучения при z —>оо, -знак cos0n выбирается так, чтобы 
выполнялись условия Recos0n ^ O  и ImcosOn ^>0. Это соответствует 
тому, что рассеянное поле в (1) состоит из обычных плоских волн, рас­
пространяющихся от неровной поверхности, и неоднородных волн, соот­
ветствующих положительно мнимым значениям cosOn, которые распро­
страняются вдоль неровной поверхности и экспоненциально затухают 
при удалении от нее.

Амплитуды рассеянных волн Лп определялись Рэлеем из граничных 
условий на неровной поверхности. Однако ряд (1) по дает возможности 
удовлетворить граничным условиям на неровной поверхности. Дело в том, 
что правильно описывая поле над неровной поверхностью, он не представ­
ляет собой общего решепия волнового уравнения в области ниже плоско­
сти z =  а, где а — максимальная высота неровпостей (фиг. 1). В этом ряду 
присутствуют только те плоские волны (если не считать падающей волны), 
которые соответствуют источникам рассеянного ноля, расположенным 
ниже точки наблюдения. Так как источниками рассеянного ноля являются 
точки неровной поверхности, то для точки наблюдения в указанной обла­
сти в выражении (1) должны быть учтены также и те плоские волны, ко­
торые соответствуют источникам, находящимся выше нее. На это обстоя­
тельство впервые обратил внимание Дерюгин [8]. Исподьзуя представле­
ние рассеянного поля в виде (1), Дерюгин показал для одного частного 
случая перовной поверхности, выбранной в виде плоскости с бесконечно 
тонкими вертикальными ребрами, что число неизвестных Ап недостаточно 
для удовлетворения граничных условий [И].
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Молено показать, что представление поля в виде (1) вблизи рассеиваю­
щей поверхности полностью эквивалентно предположению, что влияние 
неровностей может быть заменено распределением источников на неко­
торой вспомогательной плоскости (например, z =  0), представленных 
в виде ряда Фурье, коэффициенты которого равны Ап.

Идея замены влияния неровной поверхности распределением источни­
ков, расположенных на плоскости z =  0, лежит в основе недавно опубли­
кованных работ Паркера 161—62]. В свете изложенного выше ясно, что 
применимость полученных им результатов не выходит за рамки результа­
тов Рэлея.

Представление поля в виде (1) дает возможность приближенно удовле­
творить граничным условиям для пологой поверхности, неровности кото­
рой малы по сравнению с длиной волны [53]. В этом случае, приравняв 
ряд (1) или его нормальную производную нулю на неровной поверхности, 
мы получаем для определения Ап бесконечную систему линейных алгеб­
раических уравнений. Решение этой системы также представляет большие 
трудности. Рэлей получил приближенное решение ее методом последова­
тельных приближений, считая, что в случае малых неровностей (/м<^1) 
можно искать решение в виде ряда по степеням этого малого параметра

Ап =  4°> + ; 4 Х) (ka) +  4 2) {ka f  +  . . .  (2)

Ряд (2) хорошо сходится только в случае абсолютно податливой поверх­
ности. В случае абсолютно жесткой поверхности он быстро перестает 
сходиться, если направление распространения одного из спектров стано­
вится близким к скользящему.

2. М е т о д  м а л ы х  в о з м у щ е и и  й. Если неровная поверхность 
мало уклоняется от некоторой плоскости и является достаточно пологой, 
то решение задачи о рассеянии воли на такой поверхности может быть 
получено на основе метода малых возмущений [1, 15, 58]. Метод решения 
состоит в том, что граничные условия, задаваемые на неровной поверх­
ности 2 =  С(х), путем разложения по степеням £ переносятся на плоскость 
2 =  0. Рассматривая действие неровностей как малое возмущение, реше­
ние раскладывают в ряд по степеням того же самого малого параметра 
и находят условия, которым должны удовлетворять первое, второе и т. д. 
приближения на плоскости г =  0. Задача о рассеянии волн на неровной 
поверхности сводится, таким образом, к нахождению решения волнового 
уравнения, удовлетворяющего заданным граничным условиям, но теперь 
уже на плоскости. Решение такой задачи хорошо известпо.

Можно показать 1201, что метод малых возмущений граничных усло­
вий приводит к результатам, тождественным с результатами Рэлея. Это 
совершенно понятно с точки зрения, высказанной в предыдущем разделе. 
Метод малых возмущений является просто способом определения функции 
распределения источников, расположенных на плоскости 2 = 0 .

Заметим, что в ряде конкретных задач метод малых возмущений 
может оказаться с вычислительной стороны более удобным, чем метод 
Рэлея.

Метод малых возмущений был весьма успешно использован Фейнбер- 
гом 124] для решения задачи о распространении радиоволн вдоль земной 
поверхности с учетом ее неровности и неоднородности.

3. М ето д  Л. М. Б ре х о в с к их. Рассмотренные вышеприближеппые 
методы дают возможность получить решение в основном для неровностей, 
малых по сравнению с длиной волны падающего излучения. Вопрос о рас­
сеянии волн на поверхности с крупными неровностями долгое время оста­
вался совершенно неразработанным, так как в этом случае трудности 
рассматриваемой задачи в значительной степени увеличиваются. Лишь 
несколько лет назад Бреховсих [3 — 6] была построена приближенная
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теория рассеяния поли на поверхности с крупными неровностями. Раз­
виваемый в этих работах метод основан на предположении о локальном 
характере поля па неровной поверхности, которое задается по законам 
геометрической акустики. Поле в каждой точке поверхности принимается 
таким же, как если бы отражение в ней происходило от бесконечной пло­
скости, касательной к поверхности в данной точке. Другими словами, 
распределение рассеянного поля на поверхности принимается таким, ка­
ким его следовало бы ожидать на основании учета одной только падающей 
волны, пренебрегая вторичным рассеянием от отдельных участков поверх­
ности. Задав таким образом поле на поверхности, по формуле Грина мож­
но вычислить поле всюду над ней.

Предложенный метод оказался весьма эффективным для расчета рас­
сеянного поля во многих практически интересных случаях, несмотря на 
ряд ограничений его применимости. Следует также отметить чрезвычайную 
простоту расчетных формул.

Основное ограничение метода касается формы неровной поверхности. 
Характер неровностей должен быть таков, чтобы в каждой точке неровной 
поверхности можно было провести касательную плоскость так, чтобы она 
на расстояниях порядка длины волны еще мало отходила от неровной 
поверхности. Это приводит к требованию, чтобы между радиусом кривизны 
/?, длиной волны I  я  углом скольжения а выполнялось следующее соот­
ношение:

2-ftsin а^>Х ,

где X — длина волны, деленная на 2ч. Из этого следует, что при заданном 
соотношении между длиной волны и радиусом кривизны применимость 
метода ухудшается но мерс уменьшения угла скольжения.

Второе наиболее существенное ограничение касается направлений 
наблюдения, которые не должны сильно отличаться от возможных на­
правлений зеркального отражения от различных участков неровной 
поверхности. При невыполнении этого условия неточность задания поля 
на поверхности, несмотря на ее малость, будет играть существенное 
значение [5).

Метод неприменим для вычисления амплитуд спектров, распространяю­
щихся вблизи неровной поверхности, когда исучет вторичного рассеяпия 
от отдельных участков поверхности сказывается особенно сильно. Ампли­
туда скользящего вдоль поверхности спектра независимо от величины 
неровностей стремится к бесконечности как 1/cos G, где G — угол рассея­
ния этого спектра.

Для статистически неровных поверхностей аналогичная теория была 
развита в работах Исаковича [14] и Экарта 136).

4. М е т о д  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  Данный метод 
основан на определении поля на неровной поверхности, приближенный 
способ расчета которого дап в работах Лысанова [20—21] *. Основные 
черты метода заключаются в следующем. Решение волнового уравнения 
для полупространства записывается при помощи формулы Грина.
Использование граничных условий па неровной поверхности приводит 
к интегральному уравнению для поля на поверхности. Это интегральное 
уравнение является точным. Однако ядро интегрального уравнения 
имеет настолько сложный вид, что получить решение точного уравнения, 
по-видимому, невозможно. Решение удается получить только для доста­
точно пологой абсолютно отражающей поверхности, на которой выпол­
няется граничное условие: ср =  0 при z =  С (я). Этот случай граничпьгх 
условий приближенно реализуется, в частности, при отражении подвод­
ного звука от границы вода — воздух.

* Независимо те ж е результаты были получены Мичамом [54].
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Можно показать, что, если неровная поверхность удовлетворяет сле­
дующим двум неравенствам [20]

(дК\где I Тьг) — максимальное значение крутизны поверхности, то уравие- \ 'max
ние приближенно можно записать в виде

+ СО
<р(ж2) =  -^  ̂ Н и] (k\x.i —  x l \ ) f ( x l)d x l .

— аэ

Здесь о (х2) — значение поля падающей волны на рассеивающей поверх­
ности, /  (xL) — неизвестная функция, дающая распределение нормальной 
составляющей колебательной скорости на поверхности, — функция 
Гаикеля первого рода нулевого порядка. Уравнение (4) допускает реше­
ние при помощи известных методов *.

При достаточно пологой поверхности метод применим для неровностей, 
больших по сравнению с длиной волны звука.

Полученное выражение для поля на неровной поверхности отличается 
от ноля, задаваемого по геометрической акустике. При малых значениях 
параметров ка и эти отличия невелики. Но надо иметь в виду, что в 
некоторых случаях достаточно небольшой разницы в характере поля на 
неровной поверхности, чтобы получить сколь угодно большие различия 
для поля над рассеивающей поверхностью.

Для углов падения в интервале 0—60° и направлений рассеяния, 
соответствующих зеркальным отражениям, обе теории дают близкие друг 
другу значения рассеянного ноля. Но при больших углах падения меж­
ду двумя теориями существует значительное различие. Особенно оно 
велико для спектров, распространяющихся вблизи неровной поверхности.

Как указывалось выше, в геометрическом приближении амплитуда 
спектра, независимо от величины параметра ка, стремится к бесконеч­
ности по мере приближения его угла рассеяния к скользящему, в то время 
как согласно рассматриваемой теории она остается всегда конечной. 
Полученное решение справедливо для любых углов падения и для произ­
вольных направлений распространения рассеянных волн.

5. М е т о д  и з о б р а ж е н и й .  Для теоретического исследования 
рассеяния волн на неровных поверхностях достаточно простой формы 
может быть использован метод изображений, получивший весьма широ­
кое применение в работах Тверского [67—-70], которые посвящены рас­
сеянию плоских звуковых и электромагнитных волп на абсолютной отра­
жающей плоскости, покрытой полуцилиндрами или полусферами. Идея 
метода заключается в следующем. Сначала находится решение задачи 
о рассеянии на одном полуцилиндре. При этом пепосредственно решается 
ые эта задача, а другая, ей эквивалентная: рассеяние на цилиндре, рас­
положенном в свободном пространстве, двух волн — падающей волны и 
ее зеркального изображения по отношению к плоскости расположения 
полуцилиндров. Амплитуда и фаза последней выбираются так, чтобы удов­
летворить заданным граничным условиям на плоскости. Решение этой 
задачи может быть получено строго путем разделения переменных в вол­
новом уравнении, записанном в цилиндрической системе координат. 
Затем, зная решение для одного цилиндра, можно получить решение для 
случая заданного периодического или случайного распределения их. 
Если расстояние между цилиндрами велико по сравнению с длиной волны,

* З а м е т и м ,  ч т о  у с л о в и я  п р и м е н и м о с т и  с д е л а н н ы х  з д е с ь  п р и б л и ж е н и й  а н а л о г и ч н ы
п р и б л и ж е н и я м ,  к о т о р ы м и  п о л ь з о в а л с я  Е .  Л .  Ф е й н б е р г  в  з а д а ч е  о р а с п р о с т р а н е н и и
в о л н  в д о л ь  р е а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  [ 2 4 ] .
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а радиусы цилиндров достаточно малы, то вторичным рассеянием можно 
пренебречь и считать, что каждый из цилиндров возбуждается только 
падающей волной. В этом случае решение может быть получено элемен­
тарно. Аналогично может быть решена задача для случая полусфер или 
полуэллипсоидов.

Большой интерес представляет вопрос о роли вторичного рассеяния. 
Оказывается, что при расстояниях между цилиндрами I, меньших длины 
волны, вторичное рассеяние имеет весьма существенное значение и зави­
сит от соотношения между радиусом цилиндра а и расстоянием I между 
цилиндрами. При уменьшении ка при постоянном значении hi член, опи­
сывающий взаимодействие цилиндров, убывает значительно быстрее, 
чем член, определяющий рассеяние без учета взаимодействия. Получен­
ные результаты с физической точки зрения совершенно понятны. Они 
могут оказаться полезными при оценке пределов применимости приближе­
ния, основанного на задании поля на неровной поверхности по геометри­
ческой акустике.

Полученные результаты легко обобщаются на случай поглощающих 
полуцилиндров, характеризующихся произвольным нормальным импе- 
данцем и расположенных на плоскости, импеданц которой равен 0 или 
оо  [ 68 ] .

6. М с т о д с о г л а с о в а и и я п о л е й .  Этот метод может быть 
использован только в том случае, если неровная поверхность такова,что 
пространство над ней может быть разделено на области, в каждой из ко­
торых волновое уравнение, записанное в подходящей системе координат, 
допускает решение методом разделения переменных.

В качестве примера таких поверхностей можно указать на периоди­
ческие поверхности, неровности которых имеют форму прямоугольных, 
полукруглых или полуэллипсоидальных канавок. Метод был развит 
Дерюгиным [8 — 12), который решил задачу о рассеянии плоской волны, 
падающей по нормали на неровную поверхность в форме прямоугольных 
канавок. Существо метода заключается в том, что решения волнового урав­
нения находятся методом разделения переменных отдельно для области 
верхнего полупространства и для области канавок. Использование гра­
ничных условий на плоскости, соединяющей обе области, приводит к бес­
конечной системе линейных алгебраических уравнений для амплитуд рас­
сеянных волн. Полученная система уравнений допускает численное ре­
шение методом последовательных приближений.

Общее решение волнового уравнения имеет различный характер 
в указанных областях. В верхнем полупространстве оно содержит плос­
кие волны (если не считать падающей волны), распространяющиеся в на­
правлении от поверхности пли затухающие при удалении от нее. Другими 
словами, опо по-прежнему выражается рядом (1). Но в области канавок 
решение содержит также и плоские волны, распространяющиеся в проти­
воположных направлениях. На физические основания этого указывалось 
в первом разделе.

Большой интерес представляет проведенное в [9] исследование распре­
деления нолей в раскрыве канавок в случае, когда ширина канавок мала 
по сравнению с длиной волны падающего излучения. Оказалось, что при 
распространении одного из спектров вблизи неровной поверхности, рас­
пределение поля на поверхности под влиянием этого спектра существенно 
изменяется по сравнению с тем, которое можно было бы предположить 
на основании учета поля одной лишь падающей волны.

Весьма детальному исследованию в этих работах подвергалось явление 
поверхностного резонанса, которое наблюдается, когда период неровной 
поверхности равен (или близок) целому числу длин волн. В этом случае 
многократные возмущения от всех соответственных элементов поверхности 
складываются в фазе и могут дать интенсивные скользящие спектры, 
амплитуды которых во много раз могут превосходить амплитуду пада-
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ющсй волны. Особенно резко явление поверхностного резонанса выражено 
в случае узких по сравнению с длиной волны канавок, глубина которых 
несколько превышает полволны. Интересно отметить, что явление по­
верхностного резонанса при дифракции на решетке было обнаружено 
экспериментально очень давно [79]. Однако существующие до сих пор 
приближенные теории не 
смогли охватить этого 
явления.

В заключение остано­
вимся кратко на некото­
рых ‘экспериментальных 
работах. Сразу следует 
указать, что в настоящее 
время не существует еще 
таких экспериментов, кото­
рые дали бы возможность 
провести полное и деталь­
ное сопоставление различ­
ных теорий и эксперимен­
та. С этой точки зрения 
наибольший интерес пред­
ставляют эксперименталь­
ные работы Лепорского 
[16—18], выполненные в 
Акустическом институте 
АН СССР, и работа Лакас- 
ка и Тамаркина (48], вы­
полненная в лаборатории 
гидроакустики Броуновского университета (США). Исследования в обоих 
случаях проводились на моделях, которые имели либо синусоидаль­
ный, либо пилообразный профиль. Измерялось направление распростра­

нения различных спектров и мо­
дуль их амплитуды.

На фиг. 2. взятой из [18], пред­
ставлены результаты сопоставле­
ния теории п эксперимента для 
направлений распространения 
спектров различных порядков для 
случая синусоидальной поверхно­
сти. По оси ординат отложены 
экспериментальные значения угла
скольжения а® спектра п-то по­
рядка, а по оси абсцисс сг7п — рас­
считанные теоретически. Заметим, 
что все теории дают одно и то же 
выражение для направления рас­
пространения спектров.

На фиг. 3 представлены резуль­
таты сопоставления эксперимен­

тальных значений модулей амплитуд спектров различных порядков, 
согласно измерениям Лепорского (18], с теорией, рассмотренной в раз­
деле 4. По оси ординат отложены экспериментальные значения модулей 
амплитуд спектров, а по оси абсцисс — теоретические. Данные приведены 
для различных моделей, длин волн и углов падения; треугольники отно­
сятся к случаю пилообразных моделей, кружочки — к случаю синусои­
дальных моделей. Эти результаты показывают, что имеет место неплохое 
совпадение теории и эксперимента.
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Аналогичное заключение можно сделать и на основании сопо­
ставления рассматриваемой теории с экспериментальными данными Ла- 
каска и Тамаркина [48].

Следует отмстить, что экспериментальные результаты А. И. Лепорского 
показывают хорошее совпадение теории Л. М. Бреховских в области ее 
применимости с экспериментальными данными. Вне области примени­
мости существуют значительные расхождения (16).

Чрезвычайно интересны результаты экспериментов по локационному 
рассеянию подводного звука на морской поверхности и дне моря, прове­
денные недавно Уриком с сотрудниками 175—76]. Анализ полученных 
данных дал возможность сделать ряд интересных предположений отно­
сительно механизма рассеяния звука на волнующейся морской поверхно­
сти и дне. К сожалспию, состояние морской поверхности определялось 
при этом только но силе ветра, что затрудняет сопоставление экспери­
ментальных данных с теорией.
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