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О ПОГЛОЩЕНИИ ЗВУКОВЫХ ВОЛН КОНЕЧНОЙ АМПЛИТУДЫ

Форма полны конечной амплитуды искаж ается по мере распростране­
нии вследстние разницы в скоростях движения точек се профиля. Точки 
профиля, соответствующие большему давлению, бегут быстрее, обгоняя 
точки с меньшим давлением. В результате этого процесса волна перво­
начально синусоидальной формы искаж ается так , что в ней образуются 
участки с крутым фронтом, что соответствует нарастанию градиентов 
скорости и температуры (см., например, 111, § 94). С другой стороны, вяз­
кость и теплопроводность среды приводят к уменьшению этих градиентов. 
Поэтому степень искаж ения формы волны зависит от соотношения вязко­
сти и теплопроводности и нелинейных эффектов.

Искажение формы волны вызывает большее ее поглощение по сравне­
нию с волной бесконечно малой амплитуды, что проявляется двояко: 
1) увеличивается диссипация энергии волны в силу нарастания градиен­
тов скорости и температуры, 2) увеличивается поглощение основной гар­
моники вследствие того, что амплитуды высокочастотных компонент 
нарастают за счет убыли амплитуды основной. При этом в средах с мень­
шими вязкостью и теплопроводностью возрастание поглощения происхо­
дит значительнее, чем в более поглощающих средах, так как форма волны 
искаж ается в таких случаях сильнее. Это увеличение поглощения волн 
конечной амплитуды рассматривалось теоретически в ряде работ [2, 3, 41.

В настоящей статье дано систематическое изложение этих работ, рас­
смотрены пределы применимости расчетов и проведено сравнение резуль­
татов с экспериментальными данными [2, 5, 6, 7].

гдо г> — плотность среды, v — гидродинамическая скорость, Р — давление, 
Ь =  (4/3) т{ +  С, т/ и С — коэффициенты сдвиговой и объемной вязкости, 
х  и t — пространственная и временная координаты. Оценка порядка ве­
личины членов уравнения (1) показыавет, что можно выделить два 
случая в зависимости от величины числа Рейнольдса Re: первый слу* 
чай, Re > 1 ,  когда доминируют нелинейные эффекты, а влияние вязкости 
пренебрежимо; второй случай, R c < l ,  когда существенна роль вяз­
кости. Д ля волновых процессов

О б з о р

/ ь  Л .  Н а у г о л ь н ы х

Теория

В плоском случае уравнение Навье — Стокса имеет вид:

(1)

Re =  г/Хр /6,

где X — длина волны, v ' — амплитуда скорости. В дальнейшем вместо
Re будем пользоваться пропорциональной ему величиной Re =  R e /2 -  =  
=  Р'/6<о, где Р' — амплитуда давления, <о— частота.
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Рассмотрим сначала случай больших чисел Рейнольдса, R e > l .  
В этом случае распространение плоской полны описывается уравнением 
(1) без вязкого члена и уравнением непрерывности:

dp д {ру) _  q
дг д х (3)

Вместе с уравнением состояния

Р ? \ к 
Ро ) (4)

где K  — cv / c vt эти уравнения имеют точное решение Римана [1, § 94]:

?;= F t — X

*0 +
К  +  \

V
(5)

/ дРгде F  — произвольная функция, с0 =  -у—
V "Ро

Выбирая граничное условие

v — vQ silicon при х  =  О,

получим

v =. v0 Sill О) I —
X

К  +  1
С0 + ------о----- *

(6)

( 7 )

Фиг, 1. Искажение формы 
волны по мере ее распростра

пения

Это решение описывает распространение вол­
ны, гармонической во времени в начале ко­
ординат и постепенно деформирующейся по 
мере се распространения (см. фиг. 1) вплоть 
до образования разрыва на протяжении каж ­
дой длины волны. Отметим здесь, что реше­
ние (7) лишь приближенно описывает рас­
пространение волны от гармонически колеблю­

щегося излучателя в начале координат, так к ак  в этом случае, строго 
говоря, не выполняется граничное условие (6). В самом деле, граничное 
условие, соответствующее синусоидальному колебанию поршня в начале 
координат, можно записать в переменных Л агранж а следующим обра­
зом (см., например, [8]):

v =  г>о sin ой  при а — 0,- («)

где а — переменная Лагранж а.
Переходя к  переменным Эйлера, получим, с точностью до членов 

второго порядка. .L , . .. .
;••• • . vi о ■. •г

): Н • v — г;0 sin  ой -------- cos- ой. (9)'0

Удовлетворяющее этому граничному условию частное, решение уравне­
ний .(1, 3, 4)„ дг.том же .приближении, имеет вид:

*7'Г*’.'; VОv =  v0 sin (ой — kx) 4- kxB  sin 2 (со/ — kx) ----- —  cos2 (ой — kx), , •

В  =
v.о
4cо 2 + Po W

A  dp  
co • r

( 10)

Оценивая последний: ;^лея/'-' получим; что при kx  >  1 .  им можно пре­
небречь: ;s•• • .г : .. . э ‘
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тогда имеем, как в [9J:

п- / к х В 1 /  кх,

V vb sill (со/ — кх) +  Вкх  sin 2 (со/ — кх).

( 11)

(12)

Это решение удовлетворяет граничному условию (6). Таким образом, 
решение, удовлетворяющее граничному условию (6), с точностью до 
членов второго порядка и при условии кх >  1 удовлетворяет граничному 
условию (8) и потому в этом приближении описывает случай поршня, 
колеблющегося гармонически в начале координат. Место образования 
разрыва определяется из условий [1, § 94):

Подставляя (7) в (13) и решая полученную систему уравнений, найдем 
расстояние до образования разрыва:

(К + !)*/>' ’

где р0 — плотность невозмущенной среды.
Проходя это расстояние, волна постепенно деформируется и из синусо­

идальной переходит в форму, близкую к  пилообразной. Величину за ­
тухания волны пилообразной формы легко получить из геометрических 
соображений [1, § 94]: о

V  =
(К +  1)4* '

(15)

1 + с0Х

Обозначения ясны из фиг 
Переписывая (15) в виде

2 .

_1_
v'

1
V,

К 4- 1
с0л О’, (16) Фиг. 2. К'вычислению поглощения 

полны пилообразной формы

получим, что величина, обратная амплитуде скорости, растет линейно 
с пройденным волной расстоянием. Из (15) получим коэффициент погло­
щения волны пилообразной формы в зависимости от амплитуды в точке 
сто измерения:

1_ *11  — +  !)*о
v' dx  с0Х (17)

что совпадает с результатом 110), полученным термодинамическим мето­
дом и расчетами (11, 12]. Разделив (17) на коэффициент поглощения 
волны бесконечно малой амплитуды

со2/;

получим, что относительный коэффициент поглощения волны пилообраз­
ной формы растет линейно с увеличением Re:
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В ы ража я а м плиту ду 
первой гармоники,

волны пилообразной формы через амплитуду се

получим
у. (К +  1)
у 2  Ьа

Здесь 1\у) — амплитуда первой гармоники волны пилообразной формы.
Рассмотрим теперь случай малых чисел Рейнольдса, когда Й е < 1 .  

В этом случае необходим учет вязкости, что можно сделать различно. 
Расчет [2], например, основан на использовании решения (7) с после­
дующим учетом вязкости.

Решение (7) описывает постепенное искажение волны синусоидаль­
ной формы и переход ее в волну пилообразной формы после прохожде­
нии расстояния L.  Разбивая это расстояние на 10 участков длиной Ах  и 
производя гармонический анализ формы волны, даваемой решением (7), 
на каждом участке можно определить отношение амплитуд данной гар ­
моники на соседних участках:

рКЫ
-Ш т -Ъ -Л -  (22)

1 <п)
Здесь Pfn) — амплитуда п-ой гармоники на А-ом участке. Д ля удобства 
дальнейших выкладок, запишем это соотношение в следующем виде:

Это изменение амплитуд гармоник происходит за счет нелинейных эф­
фектов, приводящих к  нарастанию высокочастотных компонент за счет 
уменьшения амплитуды основной частоты. Наличие вязкости приводит 
к затуханию каждой гармоники. Если у — коэффициент поглощения 
волны бесконечно малой амплитуды для основной частоты, то, учиты­
вая, что у пропорционально квадрату частоты, можно записать измене­
ние амплитуд гармоник с учетом вязкости следующим образом:

Р ? Р  =  Р 0 > ехР 1— 8 (i) — Ya 4  , P'ti '1 =  P i i> exp [8<% — 4уДя -  8g,J,
(24)

P%+1) =  Pm  exp [8g, -  9уД* -  8g,].

Слагаемое o(\) н показателе экспоненты в выражениях для второй и 
третьей гармоник учитывает дополнительное затухание этих гармоник 
из-за порожденных ими, в свою очередь, высокочастотных компонент. 
Из (24) получается изменение относительного содержания гармоник от 
участка к  участку:

р &+1
1  ( 2 ) 

рК+1
1 а)

Р!гГ

рК
1  ( 2 )

рк 1 (1)

1 (Я)
рК 
1 ( 1 )

ехр [8 (2 ) — Зу.Дж],

(25)

exp [8 g> — 8 уД*].

Н а некотором участке Л’, где выполняются условия

8,% -  ЗуДя =  0, 8g, —  8уДж =  0,

увеличение относительного содержания второй гармоники из-за нелиней­
ности компенсируется уменьшением вследствие вязкости, т. с. происхо­
дит, как  обычно говорят, стабилизация волны. Стабилизация происходит 
при разных А , в зависимости от интенсивности волны у излучателя. Чем
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больше интенсивность, том сильнее искажение волны, тем при больших 
К  происходит стабилизация. Если пренебречь изменением интенсивности 
волны на расстоянии до стабилизации, то можно считать, что значение А, 
при котором происходит стабилизация, определяется интенсивностью в 
точке, где она наблюдается. Поэтому по мере распространения волны и 
уменьшения ее интенсивности, условия стабилизации выполняются все 
при меньших и меньших К .  -)то соответствует уменьшению искажения 
формы волны. Нужно помнить, что амплитуда каждой гармоники получе­
на разложением в ряд решения (7), следовательно, решением является

Фиг. 3. Зависимость относительного коэффициента
поглощения для Re Yi/Y°T Р'/Ыл при # = 7

I ,  2, 3, 4 , .5 п о с т р о е н ы  п о  ф о р м у л а м  ( 1 9 ) ,  ( 2 1 ) ,  ( 2 9 ) ,  ( 4 0 ) ,  ( 5 1 ) ,  с о о т в е т с т ­
в е н н о .  Т о н н а м и  и з о б р а ж е н ы  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  [2]

сумма гармоник, а не каждая гармоника в отдельности. В области стаби­
лизации, где выполняется условие (26), амплитуды всех трех учитыва­
емых в расчете гармоник меняются от участка к участку одинаково:

J & 1 =  К )  ехР [ -  -  тЛ*Ь (27)
поэтому и их сумма меняется с расстоянием но этому же закону и, следо­
вательно, коэффициент поглощения волны конечной амплитуды в области 
ст аби л и з аци и par юн

Ti =  8а) +  ГЛх- (28)
Относи тел ь 11 ы ii к () зффн ци ен т 11 or л о щеп и я

XL S(i)
Y у Л х

=  1 +  108*', [А." +  1 ] £ (29)

растет практически линейно с Re (фиг. 3). Здесь Р '  — амплитуда давле­
ния в неискаженной волне. Итак, если известна амплитуда давления 
волны синусоидальной формы, то (29) дает коэффициент поглощения 
этой волны в области ее стабилизации, т. о. после того, как волна пройдет 
некоторое расстояние от точки, где задано Р ' . Пренебрегая изменением 
амплитуды давления па расстоянии до стабилизации волны, автор [2] 
считает, что (29) дает относительный коэффициент поглощения волны в 
области ее стабилизации в зависимости от амплитуды давления в точке 
измерения коэффициента поглощения.
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Излагаемый расчет применим в области стабилизации, определяемой 
условиями (26), которые и означают малость Re. Его предельное значение, 
при котором соотношение (26) еще может выполняться, определяется из 
условия

0.13 [AT +  l J Re  =  1. (30)

Недостатком расчета (2) является отсутствие аналитического выражения 
для коэффициента поглощения; возможен лишь численный расчет в каж ­
дом конкретном случае, причем степень точности трудно оценить. Другой 
подход к изучению поглощения волн конечной амплитуды, дающий воз­
можность учесть вязкость, основан на непосредственном решении уравне­
ний гидродинамики методом последователыгых приближений [13, 14, 15, 
16]. Решение ищется в виде ряда

V =  Vl +  V2 +  . . . , I> =  Ро +  pi +  fa +  • • • (31)

Подстановка этих рядов в уравнения гидродинамики приводит к выде­
лению уравнений первого приближения

Ро Т Г  =  cSVpi +  +  (-J- +  с) VdtoVj, +  Ро diV v, =  0 (32)

и второго приближения (3)

^ § Г  +  Pod w v 2 +  d w v lPl =  0 , Ро ~Ь pi +

+  Ро (viV) Vj =  — cl VPa — ~  VPl +  W 4  +  (“Г  +  ’ )  (33)

Решение этой системы уравнений в одномерном случае при R e < l ,  
удовлетворяющее граничному условию

v =  v0sin о>/, (34)
имеет вид [9]:

г*1 =  v0e-*x sin (cot — кх), (35)

v,  =  X»? (Ag + 1} Pu [е -ъ* _  e-4Y*] sin 2 (Ы —  кх). (36)

Из условия << 1, необходимого дли применимости (31), получаем

0.20 (К  +  1) - £ - < 1 ,  (37)

что указывает нроделы числа Рейнольдса, при которых применимо ре­
шение.

Разделив (36) на (35), получим

V*
Vl

\ v 0 ( K +  1 )р0
4/ж (с Y-t д-зул) со8 (со/ —  &Я),

откуда видно, что относительная величина амплитуды второй гармоники 
равна пулю в начале координат, затем нарастает, достигает максимума 
при я с=1п  3/2у, после чего постепенно убывает. Вблизи точки хс относи­
тельное содержание второй гармоники но меняется, поэтому, в соответ­
ствии с предыдущим, можно считать, что в этой точке происходит стабили­
зация волны. И спользуя решения (36) и (35), которые дают распреде­
ление скоростей в среде, можно вычислить количество диссипируемой 
энергии, вследствие вязкости и теплопроводности среды, и определить 
коэффициент поглощения волны. Соответствующее вычисление дает [3]:

1 =  Гб ( *  +  1)'‘
р 72 (е-™  —  е~*чхУ

г
(39)
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- - - ) ,  р '
с« ср )

ставляя х = х с, получим, 
в области стабилизации

где Ь± =  Ь +  X ^ — амплитуда давления в точке х = 0 * .  Нод- 

что относительны!! коэффициент поглощения

а . - 1  +  о.оз (к  +  i)’ - £ r  m

растет пропорционально величине P'2lbbко2, которая совпадает с Не2 
при пренебрежении теплопроводностью.

Изложенный расчет дает коэффициент поглощения волны в зависи­
мости от амплитуды на излучателе, но не описывает увеличения поглоще­
ния основной гармоники за счет нарастания высокочастотных компонент. 
Эти эффекты можно получить из расчета 14], где применен другой способ 
решения уравнений с учетом вязкости. Уравнения гидродинамики в пере­
менных Л агранж а имеют вид:

р {)da =  rjdx} (41)

дР 4 d2v 
да +  3 Т' да* *

Здесь х — координата частицы в любой момент времени, а — значение 
х  в начальный момент, когда среда не возмущена. Уравнения (41) и 
(42) вместе с уравнением состояния (4) дают

д2хс ( дх \ К-И IГ д*х _ J L  J L д д*х
и да2 Л  д а ) \L 3 ?о dt да2

Решение этого уравнения ищется в виде ряда Фурье:

дх
да

со

=  const — 2  sill nf(x)l —
П-0

ыа
n

причем коэффициенты этого ряда Х п, и свою очередь, разлагаются в сте­
пенной ряд:

со

Х п =  е-<« —2 )y« ^  к пте ~ (45)
m  - 1

Полученное в 14] частное решение имеет вид:

гу — р"к  rr>0i У
К 4-1 ^  ^

со S1I1
п

А' +  1 аР»с« « "  sh n (a 0 +  r «)
где

хи =  1п
16т]0>

(К + 1 )  Рвс*Я„

(46)

(47)

Видно, что при а =  0 форма волны уж е отлична от синусоидальной, 
причем при дальнейшем распространении волны все гармош ки убывают. 
Это означает, что решение (47) относится к  области стабилизации, когда 
уже прекратился рост гармоник. Д ля сходимости входящих в решение 
рядов необходимо выполнение условия:

К ц  <
16y)w

(*  +  1) Ро ’
где К п — амплитуда первого члена в ряду (44).

Полагая п =  1, получим из (46) изменение амплитуды первой гармоники 
с расстоянием

* Выражение (39) отличается от формулы (24) работы (3) на коэффициент 3/4. 
Этот коэффициент, введенный по указанию автора работы [31, соответствует учету 
энергии второй гармоники в общей энергии волны.
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(49)

(50)
где

А
sh (а„ -г Т«) ’ 
Р(}К гу) о

*  +  * ’ 1 р ^2 ‘
0

Отсюда определим коэффициент поглощения первой гармоники:

Yi = ------г
Р i

1 dP[ V  P'l +  А-
da А

В случае PL/ A < 4 l ,  что означает Re <  1, имеем

Т1
Y т * 6 со

В случае A / I \ < £  1, когда Re >  1 и следует ожидать больших иска­
жений формы полны, до пилообразной включительно, имеем

что совпадает с (21).
Результаты рассмотренных работ представлены на фиг. 3, где изобра­

жена зависимость относительного коэффициента поглощения yiP{ от
R e=P76co, причем для кривых У, 2 под Р' следует понимать амплитуду 
первой гармоники, для кривых 3, 4, 5 — амплитуду волны. Сплошной 
линией нанесены кривые в области применимости расчета. Из фигуры 
видно, что при малых Re относительный коэффициент поглощения растет 
квадратично, при больших Re — линейно с его величиной.

Изложенные результаты относятся к газам, так к ак  в качестве урав­
нения состояния было взято уравнение адиабаты (4). Однако они распро­
страняю тся и на жидкости, так как  уравнения состояния последних также 
можно записать в виде (4), положив Р = Р ' +  Р о, где Р '— избыточ­
ное давление, и принимая в случае воды, например, Р о =  3045 кг 1см2, 
А’ =  7 [17].

Сравнение с экспериментом
Сравним теперь имеющиеся экспериментальные результаты с теоре­

тическими. Рассмотрим сначала область малых Re, когда искажения 
формы полны невелики. В работе 12] приведен коэффициент поглощения 
волны конечной амплитуды в зависимости от интенсивности ее, получен­
ный путем измерения тангенса угла наклона касательной к кривой за ­
висимости интенсивности от расстояния, определенной экспериментально. 
Этот экспериментально определенный коэффициент поглощения в зави­
симости от Re в точке его измерения нанесен на фиг. 3. Расчеты 12] и
[3] дают зависимость коэффициента поглощения от интенсивности у излу­
чателя, где волна еще не искаж ена. при R c < l .  Если пренебречь изменени­
ем интенсивности волны на пути до стабилизации, как  это сделано в 12], 
то можно считать, что эти расчеты дают коэффициент поглощения в за ­
висимости от интенсивности в точке его измерения и сравнивать их ре­
зультат], I с экспериментом. К ак  видно из фиг. 3 , экспериментальные ре­
зультаты неплохо совпадают с расчетом 12] во всем интервале чисел Re 
от 0 до 1. При R e < 0 ,5 наблюдается квадратичная зависимость относитель­
ного коэффициента поглощения от числа Re, в соответствии с 13], однако
количественное согласие имеет место лишь при Не < 0 ,3 .

В работе [5] приведены экспериментальные значения коэффициента
поглощения волн конечной амплитуды в различных жидкостях при R e > l ;  
однако полученные в этой работе результаты не допускают непосред­
ственного сравнения с теорией, так  к ак  экспериментально определялся 
средний но пространству коэффициент поглощения в зависимости от ин-
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Т1кнсявности на середине того участка, где он измерялся, в то время как 
теоретические расчеты дают локальный коэффициент поглощения. Однако 
отмеченный авторами работы 15] факт превышения экспериментально

Фиг. 5. Зависимость величины, обратной амплитуде волны, от пройденного
волной расстоянии но измерениям 110]:

Р ' — амплитуда волны, Р0 — давление нсвозмущенной среды. Цифры указывают 
отношение измеренного наклона прямых к рассчитанному

определенного коэффициента поглощения на порядок по сравнению с рас­
считанным вполне понятен, так  как  расчет |2] относится к малым интен­
сивностям, когда Н е< 1 , в то время как измерения производились при 
больших Re.

В работах 1(>] и [7] измерен усред­
ненный но пространству коэффициент 
поглощения основной гармоники 
в воде в зависимости от амплитуды 
акустического давления на приемни­
ке (фиг. 4), причем не указано, в к а ­
кой именно точке пространства эта 
амплитуда измерена. Поэтому эти 
данные такж е нельзя непосредствен­
но сравнить с расчетом 14], хотя 
качественно закономерность, опре­
деляем ая формулами (52), (53) выполняется: при малых Не относитель­
ный коэффициент поглощения y i/у основной гармоники растет квадра­
тично, при больших — линейно, с увеличением Не.

Д ля  количественного сравнения теоретических и экспериментальных 
результатов необходимо измерить коэффициент поглощения волны конеч­
ной амплитуды или ее первой гармоники в зависимости от интенсивности 
в точке его измерения. Д ля  измерения коэффициента поглощения опреде­
ляю т зависимость амплитуды волны от расстояния и потом численным 
дифференцированием определяют ого величину:

1 d P '

Удобнее исключить дифференцирование и сравнить с теорией непосред­
ственно зависимость амплитуды волны от расстояния. При R e^ > l вели­
чина, обратная амплитуде скорости волны, растет линейно с пройденным

Фиг. 0. Зависимость коэффициента пог­
лощения от амплитуды давления в точке

его измерения
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волной расстоянием (16), причем наклон прямой зависит от частоты. 
Эксперименты [10], 118] но поглощению волн пилообразной формы в 
газах  подтвердили наличие линейной зависимости, но измеренный угол 
наклона оказался меньше рассчитанного (фиг. 5).

В работе [19] был измерен коэффициент поглощения волны конечной
амплитуды в воде при Н с > 1  в зависимости от давления в точке измерения 
коэффициента поглощения. Результаты этой работы, представленные на 
фиг. (), удовлетворительно согласуются с теоретической кривой, построен­
ной по формуле (19). __

Хорошее совпадение измеренного в области R e > l  коэффициента погло­
щения с рассчитанным по формуле (19) было отмечено также в работе [20]..

Выводы
1. Расчеты показывают, что искажение формы волны конечной ам­

плитуды приводят к заметному увеличению ее поглощения. Так, например,, 
в воде на частоте 100 кгц коэффициент поглощения увеличится примерно 
в два раза при амплитуде давления 0,01 am.

2. Наблюдаемое на опыте увеличение поглощения волны конечной 
амплитуды удовлетворительно согласуется с этими расчетами.
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