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К РАСЧЕТУ ПОРШНЕВОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ИЗЛУЧАТЕЛЯ БЕЗ УЧЕТА ВНУТРЕННИХ ПОТЕРЬ
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Выполненный в общем виде II. II. Андреевым расчет пьезоэлек­
трического излучателя в форме плоской безграничной пластины, ко­
леблющейся но толщине без внутренних потерь, конкретизирован на 
случаи одностороннего и двустороннего излучения в различные среды.

Рассчитаны и приведены в виде графиков частотные зависимости 
активной и реактивной составляющих удельного электрического нм- 
педанца, а также частотные зависимости звукового давления при по­
стоянном токе и при постоянном напряжении идеальных плоских 
поршневых излучателей из кварца и титаната барин при работе их вводе.

Рекомендуется оценивать материал излучателей по макси­
мальному отношению активного сопротивления к реактивному.

Показано, что при выборе материалов дли узкополосных излучателей 
необходимо выбирать материал с большим пьезомодулем, большой плот­
ностью и большим модулем упругости.

Общие вопросы теории расчета пьезоэлектрических излучателей осве­
щены в ряде работ 11 —5 J. Приближенные формулы расчета давались мно­
гими авторами, в том числе Гутиным 16] и Харкевичем [7,8]. Нашей зада­
чей было провести анализ волнового расчета пьезоэлектрического излу­
чателя в применении к конкретным пьезоэлектрическим .материалам п к 
применяемым на практике простей­
шим способам нагрузки. За основу 
нами принят расчет колеблющейся 
по толщине пьезоэлектрической 
пластинки, нагруженной па про­
извольные нагрузки Zi и Z2, дан­
ный в общем виде Андреевым 151.
Поскольку этот расчет напечатан 
в мало доступном журнале, мы, 
с согласия автора, приводим его 
основные положения. Схема рас­
чета одномерной задачи представ­
лена на фиг. 1. Толщина пласти­
ны — / (поперечный размер не ограничен), \  — координата, и — сме­
щение. Внутреннее трение в материале пластины не учитывается.

Исходными уравнениями для расчета являются: уравнение движения 
элементарного пьезоэлектрического слоя {id‘2u/dt2= — два урав­
нения линейного пьезоэффекта х = —s X —dE, Р = —dX  -f- или, если
поляризацию заменить индукцией, J)--z(E—ccX)\ два определения — 
деформации и напряженности электрического поля ди!д\- х, —dV;d%=Et 
и условие отсутствия свободных зарядов в диэлектрике OD!dl=0.

В этих уравнениях использованы следующие обозначения: \i —- плот' 
ность пьезоэлектрика, X  — механические напряжения, х  — деформация, 
Р — поляризация, D — индукция, Е — напряженность электрического 
поля, $ — упругая постоянная, d — пьезоэлектрический модуль, е — 
диэлектрическая постоянная, — поляризуемость.

После проведения операций, связанных с разделением переменных, 
уравнения для деформаций, электрического поля и механических напря-
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женнй принимают вид:

где с — скорость звука в пьезоматериале, а  =  \r.d/ s — пьезоэлектриче- 
ская жесткость материала.

Общее решение системы (1) представляется в виде плоских воли (пря­
мой и обратной) для деформации, поля и механических напряжений:

X -  Х0 -|- Х +е-Ж  +

Е  =  Е0 +  Е+е - т  +  Е_е№ 1. (2)
х =  х+е~~№ +  х_е№ )

Связи между постоянными интегрировании определяются подстановкой 
общих решений (2) в исходные уравнения пьезоэффекта и использова­
нием выражений для импеданцев Z x и Z2:

•  •  •  •

— Zi =  pi j иi — X l j S 1ui) Z2 =  Рч /  м2 =  A 2 /  S 2Uoi

где Si и S2 — c o o t ветств\  ющие площади излучателя, в дальнейшем при­
нятые равными 1 с м 2 .  Электрическое напряжение на обкладках пьезо-

i
электрика выражается в форме V= —  ̂ Edi. Плотность тока определяется как

и
изменение удельного поверхностного заряда со временем i =  do/ dt .

Удельный электрический импеданц* гэл =  V / i  при этом принимает 
следующее общее выражение:

2эл ;—
1

/«с (1 -  ?) 1 + /Р 1
И 1 ( я  +  a) (Z2 -I- а)

/  sin Icl (zt +  а) +  (z2 +  я)
( 3 )

где а =  (cosк I  — 1) / /  sin А/, zl =  Z i / р.с, z2 =  Z 2 / |тс, р =
Для практических расчетов удобнее пользоваться выражениями для 

активной и реактивной составляющих удельного электрического им- 
педанца г и х ; при этом =  г +  /ж. Расчетные формулы в общем слу­
чае для любой нагрузки па акустической стороне z =  zr +  jzx принимают 
вид:

э У в *(kl 12) j r  _  \  2-3
(А-/)2 2Й ctg2 kl +  (1 +  zx ctg kl)1 ’ j 11 (kl)1 [ctg (kl / 2) — z j 2 +  z2R ’ '  '

2 tg (kl /  2) +  ^ (tg  kl-zx  +  1) +  4  ctg kl

4  сЦ » « + ( 1 + * * с 1в А/)«

* T. с. импеданц, рассчитанный на 1 см2 площади поперечного сечения преоб­
разователя.
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В этих и но всех приведенных далее формулах параметры с индексом I 
относятся к  случаю одностороннего излучения и среду (zL =  z, z2 =  0); 
параметры с индексом II относятся к случаю двустороннего симметрич­
ного излучения в среду (zx =  z2 = z).

Постоянная А в этих формулах не зависит от Ы (или для пластины 
заданной толщины, изготовленной из определенного материала, не за­
висит от частоты).

. kl Ш2
Л ~  о б '(1 — р) “  м ( 1 - ? )  *

Для частоты, соответствующей условию М =  тг, формулы (4) и (5) при­
нимают вид:

Для частного случая активной нагрузки на излучатель z =  z r  =  fxc /  рнСц 
(сн и ря — скорость звука и плотность для среды, в которой работает 
излучатель) формулы для активной и реактивной составляющих электри­
ческого импедапца принимают удобны»! для расчета вид:

Гг = А t g2 (« / 2)
(А-/)2 22 ctg2 А/ +  1 ’ >'П =  Л 2,3

(«)а

х* =  - т г [1-

Х ц

$ 2 tg (kl / 2) +  z2 ctg А/
AT * z2 ctg2 kl +  1

_  _ J ± r , _  j> 2ctg(AZ / 2)
“  AZ L W ctg2 (AZ / 2) +  z2

ctg2 (kl / 2) +  z2 ’

]■

( 8 )

] • (9)

Для частоты, при которой выполняется условие kl =  тг, формулы (8) и
(9) упрощаются и для случая активной нагрузки на излучатель могут 
быть представлены так:

/*! =
А$ 4 
г2 z  9

1 г -431 2
1 Гп г* • s * 
1

(10)

Тг — А Л1 'Try -- ------- (И)^1 -- kl * , Хп ~  kl ■

Часто при расчетах удобнее пользоваться выражением для активной 
составляющей электрической проводимости а, при этом 1 /  zaJl =  я +  /й. 
Для частного случая активной нагрузки на излучатель

“I =  "А
Р* (1 +  Ctg* kl) tg*( kl / 2)

[ (ctg* kl +  1) -  - | f  (2  Lg ~  +  ctg kl)J +  [ | r  • tg*

1
a i I = “Z

2

2 ? z

/ 2 8  A Z \ 2
( 12)

Для частоты, соответствующей условию kl =  тг, последняя 
пимает вид:

1  4?Z7U2 I 2(*27Г2

~  ~ Л  1 6 р 2 +  т и 2 г 2 ' *  J —  л  ( 4 3 2  +  z % 2 )  •

формула при-

Максимальная величина активной составляющей электрической прово­
димости для симметричного излучателя определяется выражением 
«и шах =  2,3 /  Az.
2 Акустический ж у р н а л ,  К* 3
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Зная величины активной и реактивной составляющих электрического 
импеданца (или составляющих электрической проводимости), можно 
определить две основные характеристики излучателя — чувствительность 
по току р/1  и чувствительность по напряжению р / Е:

j - \  =  V  ряС яг-107 бар/Л,  ! ( - f - ) n  =  Y = V  ряСяГ-Ю7 бар /  Л, (14)

ж) ~  V ? нСНа -107 =  cos 9 j  / Рй °п 107 бар je.

Р н сн 107 6apj в. (15)

В формулах (14) и (15) cos<p = /7 |я эл|; г принято в омах.
В частном случае отсутствия нагрузок (zx =  z2  =  0), как известнот 

электрический импеданц пьезоэлектрика представляет собою чисто ре­
активное сопротивление z-dil = /соС (1 1

23 . М '
т г Ъ - т и на двух ча- 

3 и к1/2  = ъ / 2 1стотах, определяемых уравнениями: tg kl /2  = kl / 2 «1 / 
обращается в 0 и оо. Сдвиг фаз между током и напряжением на этих

частотах скачком меняет знак (фиг. 2). На 
частотах, при которых сдвиг фаз равен -f- 90°, 
реактивное сопротивление носит индуктив- 
пый характер. Для кварца реактивное со­
противление будет иметь индуктивный ха­
рактер при 3,12 </kl<<тс; в керамическом 
титанате бария — при 2,94

Но приведенным выше формулам нами 
произведен в качестве примера расчет час­
тотной зависимости удельных величин актив­
ной и реактивной составляющих электриче­
ского импеданца некоторых интересных 
для применения в качестве излучателей 
пьезоматериалов (кварца, титаната бария 
и т. н.), работающих в воде; при этом тол­
щина пластины 1=1 см. Вычислены частот­
ные зависимости давления при постоянстве 
тока через излучатель и при постоянстве 
электрического напряжения на электродах 
излучателя \p/i\ и\р/Е\, а также зависимость от

О

л
z

27л=0
и '■/а

Фиг. 2
’ЭЛчастоты коэффициента мощности cos 9 =г/

При расчете использованы следующие значения параметров пьезома- 
ториалов: для кварца — плотность \х =  2,65 г/см*, скорость звука с =  
=  5,45• 105 см/сек, пьезомодуль d = 6 ,9 « 1 0 "8 CGSE, упругая постоянная 
s =  1,27-10"12, диэлектрическая постоянная е =  4,55; для титаната бария — 
ц =  5,65 г/смV с =  4,48-105 см/сек, d3B — 3,6-10"6 GGSE, ' $ =  1,1 -КГ12, 
е =  1,000;.для ниобата свинца (данные Г. Гудмана [9J) — р. =  6,33 г/см3, 
с =  3,36-10* см/сек, d =  2,4-КГ6 GGSE; s =  1,445-10"1*; в =  280; для 
сегнетовой соли (L =  срез) — р. =  1,77 г/см*, с =  3,3-105 см/сек, d =  2,1 • 
• КГ6 GGSE, 6* =  6,0-10~12, 8 =  65. , .. • '

В настоящее время используют излучатели либо на частоте, соответ­
ствующей \р /Е\тях, либо , на частоте, соответствующей | p/i |шах ; первая 
частота совпадает с частотой максимума активной проводимости, вто­
рая — с частотой максимума активного сопротивления.

Расчет показал, что эти частоты для керамических излучателей, рабо­
тающих в воде, отстоят одна от другой довольно далеко и реактивное со­
противление излучателя на этих частотах имеет различное значение. По­
этому для правильной оценки работы излучателя необходимо знать частот­
ный ход основных его параметров (активной и реактивной составляющих
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электрического импедаыца, cos 9 , pli, р/Е  и т. п.) и особенно расположение 
следующих частот: частоты максимума активного сопротивления, частоты 
максимума активной проводимости, частот, соответствующих максимуму 
и минимуму модуля электрического импеданца и реактивной составляю­
щей импеданда, частоты максимума коэффициента мощности.

В табл. 1 приведены значения kl (причем столбцы I отвечают односто­
роннему излучению, столбцы И — двустороннему), при которых имеют 
место условия, сформулированные в крайнем левом столбце таблицы. 
В табл. 2 сведены соответственные экстремальные значения интере­
сующих нас величин.

Нам представляется интересным проследить частотную зависимость 
основных параметров двух типов пьезоэлектрических материалов — с 
малым и с большим коэффициентами электромеханической связи. В ка­
честве представителя первого класса мы выбрали кварц, в качестве пред­
ставителя второго класса — титанат бария.

Т а б л и ц а  1

Кварц Титанат барин Ниобат синица Сегнетова соль

Д. .. И I I I I И I I I

Минимум Z8.i 3,04 3,00 2,92 2,90 2,87 2,83 2,80 2,70
Максимум 2эл 3,20 3,02 3,16 3,19 3,17 3,18 3,25 3,30
Минимум X 3,06 3,00 3,08 3,02 3,08 3,00 2,90 2,75
Максимум х 3,20 3,02 3,25 3,20 3,25 3,25 3,30 3,40
Максимум г 3,135 3,13 3,137 3,135 3,137 3,134 3,12 3,04
Максимум (рР) 3,135 3,13 3,137 3,135 3,137 3,134 3,12 3,04
Максимум ( р / Е ) 3,13 3,13 2,94 2,94 2,89 . 2,89 2,95 2,95
Максимум cos 9 3,135 3,13 — 3,04 3,02 * 3,03 3,00
cos 9 =  1 — — 2,95 — 2,92 — — —

cos 9 =  1 — — 3,11
/Л  Г"

— 3,11
О  А О

— — * ■
х  =  0

_
2,95
3,11 —

2,92
3,11 — Г"

На фиг. 3, 4, 5 представлены рассчитанные характеристики излуча­
теля из кварца, работающего в воде при одностороннем и двустороннем 
излучении; на фиг. 6 , 7 и 8 — аналогичные характеристики для излуча­
теля из керамического титаната бария.'Частотные зависимости основных 
параметров других пьезоэлектриков, приведенных в таблицах 1 п 2 , 
имеются в отчете Акустического института АН СССР за 1954 год 110].

Приведенные графики относятся к удельным величинам параметров 
пьезоматериала. Вычисление параметров излучателей площадью S  и 
толщиной пластины / проводится по следующим формулам:

1г8 Г' Х — —  г- Z  — — z •— l*S ' ~~ '2С2ЭЛ»

Е
. Р_ 
’ 1

Р__
PS

; Z9n =  R  - f  jX ,

где /  — полный ток через излучатель, V — напряжение на излучателе, 
Z0JI— полный электрический импеданц излучателя.

Положение критических частот и вид частотных зависимостей приве­
денных на фиг. 3—8 величии в масштабе kl  остается тем же самым для 
излучателей в виде плоской пластипы или мозаики любых размеров из 
данного пьезоматериала.

Интересно отметить, что соотношение упругих и пьезоэлектрических 
параметров в кварце таково, что при работе в воде он имеет очень малый 
коэффициент мощности. Для пьезоэлектрических материалов с большим 
коэффициентом электромеханической связи (таких, как титанат бария),



Т а б л и ц а  2

юN3
GO

Данные для 1 см* материала

Кварц Титанат бария Ниобат свинца Сегнетова соль

I II I II I I I I I I

I 2эл '1ШП ОМ 1,42 • 10Б 1,49 • 106 2,96 . Юз 4,9 • 103 14,35 . 103 23,2 • 103 15,4 • 10» 18,5 • 10*
■ •
| гэл |тах ОМ 1,54 • 106 1,493 • 10» 31 • 10» 18,4 • Ю3 161 • 103 94,75 - Юз 26,4 • 10* 21,1 • 10*

гг mi п ОМ —1,49 • 10е 1,49 • 10е 5,17 • 103 —2,01 • 103 30,4 • 103 —7,55 • 103 —13 • 10* —17,8 • 10*

Жщах QA'I —1,493 • 106 —1,493 • 106 —23 • 103 —15,75 • 10» —117,5 • 103 —49,0 • 10» —24 - 10* —20,6 • 10*

гтах ОМ 191 • Юз 91 • 103 28,5 • 108 14,2 . Ю3 150,1 • 10» 75,0 • Юз 138,0 • 103 72,0 • 10»

_Р бар/ А 53,6 • 107 26,8 • 107 20,7 • 107 10,35 • 107 47,5 • 107 23,75 • 107 45,7 • 107 22,85 • Ю7
i max

_Р
ГР бар/в 360 180 18,7 • 103 9,35 • 103 10,0 • 107 3,6 - 10s 22,8 ■ 10» 8,2 • 103
ь max
£тах 1,085 1,002 10,5 3,75 11,2 4,07 1,71 1,14
zmin

cos 'f)rnax 0,128 0,066 1,0 0,971 1,0 0,986 0,65 0,36
cos о на частоте, соответствующей

0,960 0,840 |(p/i) max 0,128 0,066 0,950 0,850 0,56 0,33
cos 9 па частоте, соответствующей

{р!Щ max 0,128 0,066 0,99 0,830 0,99 0,880 0,60 0,35
хОМна частоте,соответствующей kl=r. —1,48 • 103 —1,48* 10е —8,8 • 103 —8,8 . Юз —43 • 10» - 4 3  • 103 —19,6 • 10* —19,6 • 10*

1 /оДобротность Q = — =  -~
о Д/

21 10,5 40 20 31,4 15,7 9 4,5

. 
А

н
ан

ьева
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вода, благодаря малому волновому сопротивлению, является столь ела» 
бой нагрузкой, что в случае одностороннего излучения в воду есть область 
частот, в которой реактивная составляющая электрического импеданца 
излучателя должна иметь индуктивный характер. Следовательно, есть

Фиг. 3. Частотные зависимости активной и реактивной составляю­
щих электрического импеданца и коэффициента мощности квар­

цевого излучателя при одностороннем излучении в воду

COS (f

тцих электрического импеданца и коэффициента мощности при дву­
стороннем излучении в воду

две частоты, при которых реактивная составляющая электрического им- 
педаица равна нулю и излучатель при работе в воде представляет собой 
активную нагрузку для генератора. Коэффициент мощности на этих двух 
частотах равен 1. При двустороннем излучении в воду па одной из частот
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коэффициент мощности для керамики титаната бария (а также и для нио- 
бата свинца) близок к единице.

Нам представляется целесообразным проводить сравнение различных 
пьезоматериалов между собой с точки зрения удобства применения их 
в излучателях именно но коэффициенту мощности, и наиболее экономич­
ным режимом считать работу излучателя на частоте максимального зна-

Фпг. 5. Частотные зависимости чувствительности по току и по 
напряжению дли кварцевого излучателя при одностороннем л

двустороннем излучении в воду:
1 — (p/i)6ap/A при одностороннем излучении, 2 — (v/Е) бар/в при односто­роннем излучении, з — (p/i) бар/А при двустороннем излучении,

4 — (р/Е) бар/в при двустороннем излучении

' о м

Фиг. 6. Частотные зависимости модуля электрического импеданца, 
коэффициента мощности, активной и реактивной составляющих 
влсктричоского импедапца для излучателя из керамики титаната 

бария при одностороннем излучении в воду
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Фиг. 7. Частотные зависимости модуля электрического импедавца, 
коэффициента мощности, активной и реактивной составляющих 
электрического импеданца для излучателя из керамики титаната 

бария при двустороннем' излучении в воду

(jJeap/A

го-to'

is-to-

. 1П710*  10

510

Kl
Фиг. 8. Частотные зависимости чувствительности но току и по напря­
жению для излучателя из керамики титаната бария при одностороннем

и двустороннем излучении в воду:
1—(p /i)  бар/А при одностороннем излучении, 2 — (р/Е) бар/в при одностороннем 
излучении, J — (p /i)  бар/А при двустороннем излучении, 4 — (р/Е) бар/о при

двустороннем излучении
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ченпя cos9 *. Особенно целесообразным это может оказаться при конструи­
ровании мощных излучателей, когда приходится считаться с потерями 
в подводящих проводах и катушках, применяемых для компенсации 
реактивной составляющей импеданца излучателя.

Максимум cos 9 определяется максимумом отношения г/\х\. Расчет 
показал, что частота максимума cos 9 находится сравнительно близко 
от частоты, соответствующей условию kl =  к (особенно для слабо загружен­
ных в воде пьезоматериалов с большим коэффициентом электромеханиче­
ской с в я з и ) .  Поэтому для узкополосных излучателей о максимуме cos 9 
приближенно можно судить по отношению г/\х\ на частоте, соответствую­
щей условию kl =  тг:

Г 2,3 __ 2 ;3 (АС
М  ~~ ш  ~  1Г рн сп  ’

где ьисц — характеристика среды. Следовательно, г/ \ х  | — определяется 
произведением рр.с для выбранного материала или, если выразить р и с 
через основные параметры вещества, величиной

Следовательно, для большого коэффициента отдачи на фиксированной 
частоте следует выбирать материал для излучателей в первую очередь 
с большим пьезомодулем п большим модулем Юнга. Меньшее влиянно 
оказывает увеличение плотности пьезоэлектрика и уменьшение диэлек­
трической j фоницаемости.

В заключение следует сказать, что все изложенное выше относится к 
строго поршневому излучателю (например, к хорошо подогнанной но 
частоте мозаике).
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