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О ВИБРАЦИЯХ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В ВОДЕ 
И ИЗЛУЧЕНИИ ЕЮ ЗВУКА СЛОЖНОГО СПЕКТРАЛЬНОГО

СОСТАВА

3. В . К о л о т и х и п а

Проведено исследование свободных и вынужденных осесимметричных 
колебаний бесконечно длинной тонкой цилиндрической оболочки, окру­
женной жидкой средой. Получено трансцендентное уравнение для опре­
деления собственных частот колебании в сжимаемой среде и  формулы, 
позволяющие при любой внешней вибрационной нагрузке определять 
амплитуды звукового давления и колебательной скорости движения 
частиц среды по частотам, кратным частоте вынужденных колебаний обо­
лочки.

Исследованию колебаний безграничной однородной цилиндрической 
оболочки, находящейся в идеальной сжимаемой жидкости, посвящены 
работы |1—7]. 13 отличие от указанных работ в настоящей статье проведе­
но исследование осесимметричных колебаний безграничной тонкой ци­
линдрической оболочки, окруженной идеальной сжимаемой жидкостью 
и представляющей собой периодически продолженную в обе стороны обо­
лочку длины I но закону =  ~  , где z — осевая ко­
ордината, а — радиус срединной поверхности оболочки, п — число 
полуволн изгиба вдоль /), соответствующего шарнирному закре­
плению сечений 0 ,/ ,  21 и так далее. Две соседние шарнирные заделки 
и длина / образуют замкнутую поверхность оболочки. Виды свободных 
колебаний такой оболочки в пустоте используются в качестве видов ко­
лебаний оболочки в среде.

Согласно 18—9], уравнение осесимметричных колебаний цилиндри­
ческой оболочки с учетом реакции окружающей среди можно записать 
в виде}

1 п  гг. а  | Ро Гг,5 , 0 ]

где tv (?, t) — радиальное перемещение; а2 =  D/a4mo6, D  =  ео3/12(1 — jx2) — 
цилиндрическая жесткость, о — толщина оболочки; е, (х — соответственно 
модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала оболочки, р0 — плот-

— соответственно масса обо-ность среды; mo6, q (5, l)> 17 =  ро [
дФ(г^,1) 

dt r = n

лочки, произвольная гармоническая радиальная внешняя нагрузка и 
реакция среды, приходящиеся па единицу поверхности оболочки; Ф (г, с, t)— 
функция потенциала скоростей, являющаяся решением волнового урав­
нения

где с0 — скорость распространения звука в среде, удовлетворяющая
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при г =  а граничным условиям:
dw (g,Q =  дФ (rX,t)

dt dr ’
принципу излучения [10],

1 im v  >' [^ г  +  рп-ф] =  о при рп >  О,

П т У  г  +  г|„ • ф ] =  0 при pn =  i?,n >  О

(3)

(4)

ф„ — какое угодно число, независящее ни от t , ни от г) и начальным 
условиям

Ф (Г, С, 0 )  =  0 ,  дФ(г̂ '0) =  о .  ( 5 )

Потенциал скоростей Ф(г, £, 2) находим, решая уравнение (2) при 
граничных условиях (3), (4) и при начальных условиях (5). Представим 
Ф (г, С, t) в виде ряда

со

ф  {Г, 5, t) =  2  U  (кг) • ф„ (£)■ Т'п (I) , (6)
" П=1

/
где jTn (t) — производная фуйкции Тп (t) по времени 1\ к — волновое число. 
Б этом случае переменные разделяются и в результате подстановки (6) 
в (2) мы получаем уравнения:

f'n +  T - / n - f n - f n  =  о, (7)

Разлагая функцию внешней нагрузки q(c, t) в ряд по
СО

?(5. 0  =  2  ?„ (0
тел .. Sin —т— -1

n= i

мы получим для определения Tn (t) из (1) с учетом (3) уравнение

где vn — круговые частоты собственных колебаний оболочки в среде, 
определяемые но формуле

Ха

1 — Р»/п (ка) 

той — L  (*«)
где хп — круговые частоты собственных колебаний оболочки в пустоте, 
равные

В результате совместного решения уравнений (7), (8), (9) получается 
следующее выражение для определения потенциала скоростей Ф (/*, £, 0» 
удовлетворяющее граничным условиям (3), (4) и начальным условиям (5):

со

ф ( Г ,  г) =  2 п
П =1,3

т об ■п
/п (*0
4  <*«)

Sill N n (l),
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где
_ \ н 0 ) (г 'М  при р„ >  0 (kl <  га)

\ Я<2) ф„г) при >  О (А/ >  га) ’

rfg° =  — г'Рп • Я Р  (гр„г) при ри >  О (М <  га)
/ п  ( * г )  =

dr

^ В)(У )
dr = - Р п -  я р  (р„г) При P „ > 0 ( A Z > r a ) ,

гЯ Р(ф„г), Я ? ) (р„г); — Я ^  (ф„г), Я Р  (р„г) — функции Xанколя соот-
ветственно нулевого и первого порядка [11] fpn =  } / — К 2, fTn =  фп; 
/i =  £2/с0, /С =  vn/c 0 — волновые числа при учете соответственно вынуж­
денных колебаний оболочки] ; Nn (г)— производная по времени г функции

lla I
N П(I) =  y  • \ <7 (3> т) • sin -у— з • sin vn (£ — т) • rfx. (12)

Заметим, что если цилиндрическая оболочка находится в несжимае­
мой жидкости, для потенциала скоростей Ф (г, с, t) мы имеем выражение:

<УГ>
ф  ( г ,  6 ,  о  =  s

п
,,ч ( пт:г

‘•я р  р  — ггтгя

п = 1 !зМоО-*п ^ Я Р ( ^ )
• 8 т - ^ £ - Я ж(0, (13)

где V* — круговые частоты собственных колебаний оболочки в несжимае­
мой среде, равные

Воспользовавшись известными соотношениями: />=—о0с)Ф/<9/, г =  ЗФ/дг, 
мы получим выражения для давления р и для скорости ?? в звуковом иоле.

Перейдем к анализу полученного решения. Рассмотрим общий слу­
чай периодической нагрузки. При возбуждении оболочки нагрузкой 
q (£, /), заданной распределением q (--) по поверхности оболочки и являю­
щейся произвольной периодической функцией времени q (/) периода 
т=2~/о> , при весьма общих предположениях (выполнение условий Ди­
рихле), функция q (/) может быть представлена рядом Фурье [12]:

4-оэ

9 ( 0 - 4 -  2  C s e 4 S « ‘ - * s ) ,
S——CO

где S — порядок гармоник нагрузки, Cs =  C_s =  +  Bis > ^s» B s—
коэффициенты этого ряда, определяемые формулами

Л0 =  С0, As =  ~   ̂ q (/) cos Scot • dt, Z?s =  ~   ̂ у (7) sin Scot • dt\
(t) (?)

B3
cps =  — (p_s =  arc tg -^ - .

s
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Тогда очевидно, что

[i&o sin vnt +  vn cos vn/],

где функция 7V„(£) легко определяется в каждом частном случае 
задания распределения нагрузки по поверхности оболочки но формуле

<- На
Л'„ (£) = - ^  <7 (а) • sin (16)

О
Первое слагаемое в (15) обусловлено, очевидно, чисто вынужденными 

колебаниями оболочки, происходящими с частотой возмущающей нагруз­
ки д; второе — собственные колебания, происходящие с амплитудой и 
фазой, независящими от начальных условий. Последние затухают при 
действии сил сопротивления (нами неучтенных), а также за счет излуче­
ния колебаний в окружающую оболочку среду.

Во многих случаях "можно ограничиться рассмотрением только уста­
новившихся вынужденных колебаний оболочки. В результате для 
Ф(г, I), а значит, и для р( г ,  £, /), v ( r , t) получаем выражения в виде
двойных рядов по /г, S, что дает возможность определять спектры ампли­
туд давления и скорости в звуковом поле по частотам, кратным частоте 
вынужденных колебаний оболочки ш, для любого вида колебаний послед­
ней п. В окончательном виде для п у S-го члена разложения потенциала 
скоростей Ф (г, I) в двойной ряд мы получаем выражение:

S, t) =
Мп (£) fn(kr)

т об • У-п I n  (*а )

. mza у Sin - j— С
So* • C9 . ei(So>(-[ps +n/2)i (47)

откуда

wn,s (5, t) = m

Pn,S
„ дФп. S
Po dt ’

об *

дФ

. /та у Sill - j— ?
— еНШ~™  -

V VJ

(18)

VU,s =  —f r -  3, 5, . .  . ; — CO <  S  <  +  oo).
(19)

Если со (или S со) близка к vn (состояние резонанса), то роль соответствую- 
щего вида колебаний оболочки в образовании результирующей формы се 
становится большей, чем роль других видов. Отдельные резонансные ча­
стоты при колебаниях оболочки в жидкости определяются, очевидно, изЛ
условия т] =  [1 — ( — )21-»0. При этом, однако, следует иметь в виду,
что в области частот £со близких к vn, собственные колебания нельзя от­
брасывать, ибо резонанс — явление наложения вынужденных и собст­
венных колебаний. Характер излучаемого оболочкой звука зависит от 
характера возбуждения оболочки, наличие бесконечного числа видов 
колебаний оболочки обогащает спектр звуковых давлений в целом.

Рассмотрим реакцию окружающей среды на оболочку. Выражение, 
описывающее п, Л'-й член разложения давления в двойной ряд, можно
представить в виде

-  Fn.S = P„,S (a’ 0  =  R n.S • 4 ,s(S*  Л +  i t  ‘ *n.S
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(21)

где w'nS, го'п 8 — первая и вторая производные но времени от wn s , опре­
деляемой формулой (18). В акустике /?, X  называют соответственно 
активной (демпфирующей) и реактивной (инерционной) составляющими 
удельного сопротивления среды 
С =  R  +  iX . Графики зависимостей

/а(«.Р») = - 1 _ ^ - Х п.а (аМ . 

р5 Г  *■ .•«*> и £roXn-s{ak)
•I

для представлены соответственно на фиг. 1, 2,

За, б, 4а, б. Практически R n,s {a^)i r ~ ^ n , s ( a^) можно проана-
лизировать для любых п и 1/а. Анализ результатов исследовании, при­
веденный в работах [1—7], показывает, что полученные для активной и 
реактивной составляющих удельного сопротивления среды результаты 
совпадают с таковыми настоящей статьи при п =  2т.

X n ,s ( i t fn) =  к (««?„)

PqCq
Яп,  S (а?п)

2к

Pn"»U ('а?п 5 при р„ >  0 (*/ <  тис, X >  Ц - )  ,

при р“ > 0  
(*/>П1с, Х < -^ -)

( * - я - £ - х =

РоСо

8 (ЙРп) =  О
1 V /_2Г \ ь /.(•? „ )• /, («В»)+  W.

—  X ,  S («р„) =  к ---------- | Я<2,Ж )  ,----------------

Фиг. 2. Кривыо изменения сопротивлений среды при pn > 0  (kl  >  mz):
\
~~ ’ к ..........  Р0с0

Теперь трансцендентное уравнение (10) для определения частот соб­
ственных колебаний оболочки в сжимаемой среде можно записать для

' - i S ’T W

наглядности в виде тоб

v „ y ^ „ + n ’
где Д п. Хп определяются формулами (21), (22)
=  V (тс/О *—К /с о )2. р» =  ф„ (* =  v„ /  с0)• Следовательно,

(10а)

при =  
присутствие
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среды при колебаниях оболочки понижает частоты ее собственных колебаний 
как вследствие инерции среды (Хп), так и вследствие тормозящего дей­
ствия среды (/?„). Притом при п̂ <Сптх0!1 основное влияние на пони­
жение частоты окажет инерция среды.

Движение среды физически создает эффект, называемый обычно вли­
янием присоединенной массы среды А 1 п ,  т. е. ( ^ об +  Л/п) =  • тпо(5;
М п в нашем случае равна

М п =
П К
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№
3.0

V

У

IS

1.0

Ц5

О

Rnt

ЦЖ 0,5250,165 1,57 V1* 
Ф и г .  4 а

Ф и г .  4 G

и определяется для любого вида колебаний оболочки п (здесь М п отне­
сена на единицу поверхности оболочки).

В заключение выражаю глубокую благодарность Л. И. Лурье за 
ценные сонеты при выполнении настоящей работы.
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