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О Ф Л Ю К Т У А Ц И Я Х  АМ П Л И ТУД Ы  И Ф А ЗЫ  ЗВ У К О В О Й  волны , 
О ТРА Ж Е Н Н О Й  ОТ СТАТИСТИЧЕСКИ НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Э. Я .  Г у л и н

В приближении Кирхгофа дается оценка флюктуаций амплитуды и 
фазы сферической полны, отраженной от абсолютно мягкой статистически 
неровной поверхности, для малых по сравнению с единицей значений 
параметра Рэлея.

Амплитуда и фаза звуковых сигналов, отраженных от неровной, из­
меняющейся во времени поверхности, подвержены флюктуациям. При­
мером может служить отражение звука от волнующейся поверхности мо­
ря. Величину флюктуаций амплитуды удобно характеризовать коэффи­
циентом вариации, или относительным стандартным отклонением ампли­
туды г| — Однако во многих случаях непосредственное теорети­

ческое определение средней амплитуды А затруднительно. Исключение 
составляет случай малых флюктуаций, когда Л А0, где А0 — амплиту­
да звукового поля в отсутствие перовностей. В этом случае коэффициент
вариации амплитуды можно записать в виде

V ( А  - ■ 

Л0
Флюктуации (фазы характеризуют обычно средним квадратичным от" 

клоиением фазы У  (бф)2- Предположим, что излучатель и приемник
расположены в точках с координатами (0, 0,- s,) и (L, 0, z2) (фиг. 1). 
Используя теорему Грина, поле отраженной от неровной поверхности 
звуковой волны, состоящее из зеркальной и рассеянной компонент, мож­
но записать в виде

Ucttе

где п — внешняя нормаль к поверхности (положительное направление 
выбрано в полупространство, содержащее источник и приемник звука). 
В выражении (1) ие учтено иоле прямой волны, распространяющейся не­
посредственно от излучателя к приемнику, без отражения от поверх­
ности. Поле на поверхности S мы задаем, следуя Эккарту [Ц. Запишем 
граничные условия на поверхности S в виде

Ро + Р -  о, дра
дп дп •

при этом в качестве падающей на поверхность волны возьмем сфериче­
скую волну

\кПх6

Полученное ниже решение соответствует приближению Кирхгофа в за­
даче о рассеянии звука неровными поверхностями, пределы примени­
мости которого сформулированы в работах Бреховских[2] и Исаковича[3],
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Используя (2) и (3), выражение для поля отраженной от поверхности 
волны можно записать в следующем виде:

1 [ [  э  г . * *
Р ~  4я )) On L Jh Я , J dS ' О )

S

Через Л 1 и Л* обозначены расстояния от некоторой точки на поверхности 
до излучателя и приемника соответственно. В случае достаточно пологих

неровностей можно приближенно за­
менить дифференцирование но нор­
мали дифференцированием но коор­
динате z, а интегрирование но не­
ровной поверхности — интегрирова­
нием в плоскости ху. Считая, что Л\ 
и Л2 велики по сравнению с длиной 
звуковой волны, получаем

г
Фиг. 1

р -  й \ \ т щ ^ т У {П М  ̂
( 5)

Введем функцию F (х} у), задающую форму неровно!! поверхности в не­
который момент времени I =  t0, при этом F  =  zx — z'x =  z2 — z'2. Считая
F I <^min (zlt z2) t заменим Л1 и Л2 приближенными выражениями:

\Пг= / * *  +  г/2 +  S  Ry +  ^  , Ла =  У {L  -  x f  +  у* + z ^ I i 2 + Zj
z 2F  

/
2

В дальнейшем, вместо и Л2 будем писать Л1 и Л2, считая, что 
7?! =  У** +  у* +  z\, R2 =  V (L  — х)г +  у2 +  z\-

Рассмотрим простейший случай, когда выполняется условие:

№ ( * + й ) 1 < 1- (6)

Тогда в выражении (5) можно выделить рассеянную, флюктуирующую 
компоненту, которая в предположении ^   ̂ будет иметь
вид:

(7)
Для нефлюктуирующей части поля получаем

** ГГ * / *i , £2_\ J*(Rr№>
4 U i 1“ л * г dxdy.

Должно выполняться следующее равенство:

V ® '  +  (9)
где =  ALel<I>l — рассеянная часть ноля, р0 =  А0е2ф° — нсфлюктуирующая 
часть поля, р =  А сф — суммарное поле. Логарифмируя обе части равен­
ства (9) и считая, что |Pi|^|/>ol, получим

In  4 -  +  i b q> ^  ~  е*<ф* - ф*К
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Полагая In ~  =  ^ ,  мы получаем следующие приближенные выраженияS* о 7*0
для малых флюктуаций амплитуды и фазы звуковых сигналов, отра­
женных от неровной поверхности *

к26А 
А о 4л А 0 

к 2

\\ж щ {ж  +  Ж ) C0S [A'(/fl +  Л2)-Ф о ] F (*, у) dx dy, (10)

б(р -  й г о  й  т е  ( й + й ) ‘ sin |/с № + Л« ) -  Ф“1F  (*• *> dxdy • (И)
Величины А0 и Ф0 определяются из выражения (8). Интегрирование в фор­
мулах (10) и (11) мы будем проводить по площадке конечных размеров. 
Конечность пределов интегрирования может быть, к примеру, обуслов­
лена направленностью источника и приемника звука.

Предположим, что линейные размеры области интегрирования малы 
но сравнению с В10 и Л20 (фиг. 1). Разлагая в ряд выражения для В х 
и Л2 и ограничиваясь квадратичными членами, получаем

уз х- sin2 ф
* 1® л “  +  я Ь - а* с м *  +  - 2 3 5 Г ’

У2 ................. , ®Jsin* if ( ' 2)
П о  =  В 20 +  +  X ,  COS 1|> +  - щ

L z
где хх =  х -------т - ,  а г|> — угол скольжения. Подставляя эти значения
/?А и В 2 в выражения (8), (10) и (11), получаем

6А к2 sin2 ф

лЛюЯзИо о] • Fdxt dy,

Aq tiHiqFI

. к2 sin2 ф f f  . Г**? Sin2 ф *,,2
6(P == ;Г7ГЛ?Г^\ ) sin 'Я Я Ф

(13)

(14)

где В =  2В10В20 /  В 10 +  /Уго» Фо =  Ф0— * (i?i0+ /? 2o)-Интегрирование здесь 
проводится по я1? в пределах от — до Д2> и по у в пределах от 
—  1̂ ДО 2̂*

В дальнейшем для простоты будем считать, что Дх =  Д2 =  Д, 11== 12 =  /, 
В10 =  В2о =  Во и zx •= z2 =  z0. Это упрощение значительно уменьшает 
громоздкость получающихся результатов и в то же время не приводит 
к принципиальному изменению вида решения. С учетом сделанного 
упрощения для нсфлюктуирующей части поля получаем выражение

Р о  —  9 j

-СдС/
1 _____________________________

в К (6’л6’,-а д )2 -(С д 6 'Н -С ,Л ’л)а , (15)2/?о

где Сд, Д’д, С/, Де — интегралы Френеля от аргументов 1 /  — • ^  ^ Д ____  . У Я /<о
7  2 /£ *

" У  л ' ж ' 1 . Для больших но сравнению с единицей значений аргу-
e i2 k R 0

ментов Ро =  — - щ -  •
Рассмотрим несколько частных случаев, отличающихся видом про­

странственной функции корреляции смещений поверхности. Пусть форма
* Такого рода переход от выражений для зруковых полей к выражениям для

флюктуаций амплитуды и фазы содержится в работах Чернова [4], где рассматривает­
ся вопрос о флюктуациях звука, распространяющегося в среде со случайными неодно­
родностями показателя преломления.
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поверхности задана в виде однородной случайной функции, которая 
зависит лишь от координаты х й является квазигармонической. При 
этом функция пространственной корреляции имеет вид:

(Xi—x-zY-
F (xL) ■ F  (х2) =  F0e ав cos q (xx — x2)t

где a — пространственный интервал корреляции смещении поверхности,
/'-  — средний квадрат амплитуды неровностей. Осуществим в выраже-

0 kl2инях (13) и (14) интегрирование по у в предположении ^ -^>1 и воз­
ведем получившиеся выражения в квадрат. Тогда для средних квадратов 
флюктуаций амплитуды и фазы получим выражения:

(бЛ)а—- =  ./l   / 2, (6ф)2 — -Л +  Joy (1(5)
п

где

Ji =
A* sin4 ф F* 2(А— х )

 ̂ dx  ̂ cos 'll • c-os ж) с/|,
-а (л -х )яЛ0"0 о

(17)

Л  =
/с3 sin* f  
------Я7?М? J

2 ( А—л*)
(r-Vtrf cos t/'i sinО ’ о

2к sin2 ф , §а\ас о dg. (18)
(* - 2<А-д)

15 интегралах (17) и (18) введены относительная координата £ =  xi — rr2 
и координата центра тяжести ж =  Выражения (17) и (18) запи­
саны после усреднения по совокупности экземпляров статистических по­
верхностей. Такое усреднение эквивалентно усреднению по времени, 
если смещение поверхности в данной точке является эргоднческим слу­
чайным процессом.

Интегралы (17) и (18) в общем виде взять не удается. Дальнейшее рас­
смотрение мы ограничим случаем, когда размеры области, существенной 
для интегрирования но £, значительно меньше размеров облученного 
участка поверхности (| £тах | <<Д). Для определения размеров области, 
существенной для интегрирования но представим внутренний интег­
рал в выражении (17) в виде суммы интегралов типа •

£- т а х  _  |  ±  {  Q
d i

m a x
где Q =  -̂—Ъ"х-  х ±  q\ . Взяв для Q выражение со знаком плюс в скоб­
ках, получим

■max V  . . ( г к s i n * *  . ,  \ «  _  з А s i n * Ф  . .  , п \га*
y s  " - y j

щ  =  —  в [ Ф( р , )  +  Ф (р 2)|,

“"̂ тах р2где Ф (р) = ~~т= \ е~ 1' (U — интеграл вероятностей,
у  Я J 

«

Pi
_ Стах__ • /

а \
. /2к sin- ф

Ко
X , \ a Smax , . /2fcsin2ib , \ а

При ^ х  +  q )~ < ^  I размер области, существенной для интегри­
рования по £, определяется из соотношения |£тах|~я, если же
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/2&sin2tb , \ а ^   ̂ .(— — х~г (/)-гуф>\, го размер ооласти интегрировании лриолижснно
определяется из соотношения

2max I /2А* sin2 if(: Rn #тах ”Ь (П ' ~2 »

где ojmax — размер ооласти, существенной дли интегрирования по х, при 
этом (Imaxl может заметно превосходить величину а. Дли выполнения 
неравенства (]£maxl<^A) достаточно потребовать, чтобы

ka* sin2 if ̂  . А ^  ца 
Пи ^  ’ а 2 • (10)

Первое неравенство означает, что'пространственный интервал автокор­
реляции смещений поверхности должен быть значительно меньше раз­
мера зоны Френели вдоль трассы распространения звука. Второе нера­
венство накладывает ограничение на квазигармоничность функции авто­
корреляции смещений поверхности. С учетом введенных ограничений 
интегралы (17) и (18) можно записать в виде

A3 sin4 if FI
9  Л  СОИr № '  cos  ч1 ■ cos * б) dx dl, (20)

О — СО

Д со
Р  sill41() Ff  г ,• . Г2/с sin2 1| /  ,  . „ „ .Л  .

J* = '  *Ii*A* \ \ 6 cos ryg-s ..i|_— 77—^  (.-г- +  г ) —2Ф0 dxdl.
° 0 О -00

] )Ьтполпяя интегрирование, получим
r A*2 sin2 if /''•
J i =  (Pi) +  Ф M b

4&Л
(21)

lc- sin2 ip /'о у  2D 4( х+т )  Г q-a- D
J °- _  /  /?2 j2 4 г ----- f f ,  R  00 S 4 / Z>-

| / l  +  ̂  L 2 ( l ~ T

1 , D  . л I
— 2 arclB y  +  T  •

(22)
Li формулах (21) и (22) Ф(р) — интеграл вероятностей,

a / 2  A sin2 if A \ a /2Asin2 tb .
Pi =  T  ( Ti„ A +  V  ’ p2 =  ¥  (“ Ter5 A

) JJ _ A SHI2

Нетрудно видеть, что вторым интегралом можно пренебречь по срав­
нению с первым, так как /><^1, согласно (19).

Рассмотрим два предельных случая. Пусть Д )> г/ н/»у
/2к sin2 ф . \ а . . Т|А — г/) —>  1. При этом оудет выполнено также условие
к sin2 ф . ,, ̂  , Т)-  т- Д“ 1. В этом случае

*^ ■ = 7 3 *  SS (в<р)»« 2Л« sin* # 3  ,
, / fo л о

т. е. флюктуации амплитуды и фазы определяются некоторым парамет­
ром, зависящим от частоты, угла скольжения и средней квадратичной 
амплитуды неровностей. Этот параметр был введен впервые Рэлеем для 
характеристики отражения плоской волны от неровной поверхности. При
.малых значениях параметра (k V  FI sin 1) отражение имеет зеркаль­
ный характер, при больших его значениях (/с)/ yTi sin ф ^ > 1) отражение



180 Э . I I .  Гулин

приобретает диффузный характер. Рассматриваемый нами случай отно­
сится к зеркальному характеру отражения. Зависимость флюктуаций ам­
плитуды и фазы от размеров рассеивающей площадки при выполнении 
указанных выше условий отсутствует, поскольку рассеянное поле в этом 
случае формируется областью достаточно малых размеров, лежащей на

неровной поверхности в окрестности 
точки зеркального отражения. Фор­
мально это связано с тем, что величи­
на интеграла вероятностей близка к 
единице при больших по сравнению с
единицей значениях его аргумента.

.2rr 2A*sin2ib А .  пПусть теперь — ' Д<<?- Ь
применении к задаче о рассеянии 
плоской волны па плоской синусои­
дальной структуре конечной длины 

М̂ кгц 2Д это условие означает, что точка 
наблюдения лежит в области разделе­
ния спектров рассеяния [5]. Анало­
гичная картина будет иметь место и 

для сферической волны при рассеянии достаточно малым участком не­
ровной поверхности с квазигармоническими неровностями. В этом случае 
рассеивающая площадка не охватывает область, существенную для рас­
сеяния, а флюктуации амплитуды и фазы значительно уменьшаются, 
что видно из соответствующих выражений, записанных при соблюде­
нии условий

Т7>
2 

~р1
**sin* * * о ( е-______ е— \.

А* П уЦ  MPil Pi >
В промежуточных случаях следует обращаться к выражениям (21) и (22).

На фиг. 2 изображена зависимость от частоты коэффициента вариации 
амплитуды и средней квадратичной флюктуации фазы по результатам чис­
ленных расчетов с помощью формул (21) и (22). Частота изменяется в пре­
делах от 1,5 до 15 кгц. Для остальных параметров выбраны следующие
числовые значения: sin ф =  0,16; \f /?2 =  3 см\ l f0 =  500 м\ Д =  170 ле; 

а =  8 м\ ? = 0 ,4 2 ^ ( Л = у  ==15л ).
Предположим теперь, что форма поверхности характеризуется про­

странственной функцией корреляции вида
(*1-.т2)Ч-(т;,-|/г)8 ■ — ■ ————»

F {*i, У д-Р {хг> у2) =  F%e
Не останавливаясь на промежуточных выкладках и пе выписывая вы­
ражения в общем виде, запишем окончательный результат для частного
случая — ^ > 1 ,  - ^ > 1 ;

/ х =  2/е2 sin 2̂ Ф  а • Д) Ф ( • /)  , (23)

Л  =  /с2 sill2,i-1?2 л /~k sin*\ <* V  7Г,
фа;

Эти формулы справедливы лишь при выполнении условия A’a2/ i ? 0< ^ l, 
поэтому вторым интегралом можно пренебречь по сравнению с первым. 
Для малых значений аргументов мы получаем

(6/1) 8
-J- 3S (6ф)2 =  *  ** sin4 ^ а М - Д ,
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т. е. интенсивность флюктуации амплитуды и фазы звукового сигнала 
оказывается пропорциональной 4-й степени частоты и площади рассеива­
ющего участка неровной поверхности. Для больших значений аргументов 
получаем

2А.2sin .
Л)

В этом случае флюктуации амплитуды и фазы полностью определяются 
параметром Рэлея.

Заметим, что выражения для флюктуаций амплитуды и фазы полу­
чены на основе разложения в ряд фазовых множителей подынтеграль­
ных функций в выражениях (10) и (11) и отбрасывания членов выше 2-го 
порядка малости. Можно показать, что в рассмотренных нами случаях 
это допустимо при выполнении условий

k sin2 i|>
" п г J

где а' и / /  — размеры областей, существенных для интегрирования но 
i>= x 1—а*2 и Ц=У\_—Уг соответственно. При этом для двумерной неровности 
(изменение лишь вдоль координаты х) достаточно выполнения только пер­
вого из написанных условий.

В приведенных выше расчетах мы заменяли дифференцирование по 
нормали в выражении (4) дифференцированием по координате z. Оцепим 
поправку, возникающую при учете производпой поля по х. Для флюктуа­
ций амплитуды в случае двумерных неровностей эта поправка будет иметь 
такой вид: •

6 £
Ао

к sin2 ф Г С 

* *
X sin кх2 sin2 ф 

~По

Предположим, что пространственная функция корреляции углов наклона 
неровностей совпадает по виду с функцией корреляции смещений по­
верхности

db\
dx

df'±
dx =  ax • a2 =  a2 • cos q

Тогда для среднего квадрата поправки после выполнения интегрирова­
ния мы получим выражение:

(ЬАТ

А
а}

8к 2 s in 2 ф

2 2{ [ Ф  ( P i )  +  Ф  (Ра)] (у  +  i )  -  у =  IPi-e Pl +  р2Г Р2]

------f = ( eУ паГ

— 92 — Р.
(25)

Предположим, что область, существенная для интегрирования, охва­
тывается рассеивающей площадкой. Тогда, при qa^> 1 поправкой можно 
пренебречь при условии (к sin ф / </)4 §̂> 1, если же qa<^ 1, достаточно по­
требовать выполнения неравенства (k sin фа)4 ̂ >1.

В заключение проведем оценку флюктуаций амплитуды и фазы для 
больших значений параметра D (т. е. для тех случаев, когда простран­
ственный интервал корреляции смещений поверхности значительно 
больше размеров зоны Френеля). Запишем интегралы для средних квад­
ратов флюктуаций амплитуды и фазы

д д а ( ^ + т М

X е
3  Акустический журнал, № 2

- Д  - Д
(х,—х2)

а% cos q (xL — х2) dxi dxv

/raisin2 ф
~Ж~~ f i x

(26)



182 Э . П . 1'улии

4/с3 s in 4 ф -F2 ?  f  ( к х \  s in 2 ф
Д  Д

(« ф)* = —  х \ s m ( -  
л Н о J J • Л

—Д -Л
__ (.Т,~хг)*

X е

R(
п\ . /Ц в т Н ' , я 

sin(— Й Г "  +  Т - х

а® COS 7  (хх —  Х2) rf-T2. (27)

Интегрируя иоследователыю по х1 и х2 в выражениях (26) и (27) в пред-
к  s in 2 ф  Дположении

Лв Я
1, мы получаем

(М)*
/1

-  2к2 sin2
о

# 1 [ 1

(бф)2 == 2А:2 sin2 ф^2 |Ч

Если н ространствениый интервал корреляции смещений поверхно­
сти л пространственный период осцилляций функции корреля­
ции Л — 2л/q велики по сравнению с размерами зоны Фре-

3

( i -А Л , г №  COSp^Yl
\ 2D2; V 2Z> у J 1

+ С1 - 3
2D2.

•
 ̂sm 2ty e - qta*!D\ cos (<№ \\ 

\2 d J_

ноля, то (6Л)2 __—L =  /,/с2sin*2 оту^Дбф)2 =  4A’2 sin2 фА'2; при этом флюктуа-
^0

дни амплитуды на порядок меньше, чем флюктуации фазы, поскольку 
г) _  к sin8 фа2 ^  ,

“  ^  Х *
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