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ОБ ОТРАЖЕНИИ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН ОТ ЗАКРЫТОГО КОНЦА
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А . Д . Л а п и н

Рассмотрена плоская задача об отражении нормальных волн от конца 
волновода, закрытогожесткой или мягкой стенкой, расположенной под углом 
45° к его оси. Путем рассмотрения зеркального отражения поля вплоскостн 
стенки, закрывающей волновод, эта задача сведена к задаче о распростране­
нии звука в двух одинаковых волноводах, сочлененных под прямым 
углом. Последняя задача решается «сшиванием» полей па границах облает - 
тей, в которых собственные функции известны. Для амплитуд нормаль­
ных волн отраженного поля получена бесконечная система алгебраических 
уравнений, которая решена численно методом редукции при некоторых 
соотношениях между шириной волновода и длиной волны звука. Получен­
ные результаты использованы для решения задачи о рассеянии плоской 
волны на пилообразной неровпой поверхности.

Как известно, в волноводе при отражении нормальной волны от стен-, 
ки, расположенной перпендикулярно к его оси и характеризующейся 
реактивным пмнедапцем Z, вся энергия падающей волны переходит в от­
раженную нормальную волну того же номера, что и падающая; нормаль­
ные волны других номеров не возбуждаются. Структура отраженного 
ноля существенно изменится, если стейка расположена не перпендику­
лярно к оси волновода. В этом случае в отраженном иоле будут присут­
ствовать, вообще говоря, все нормальные волны, которые могут суще­
ствовать в этом волноводе (однородные и неоднородные). В настоящей 
работе рассмотрен случай, когда стенка, за­
крывающая волновод, расположена под уг­
лом 45° к его оси (фиг. 1). Предполагается, 
что импедапц этой стенки равен бесконеч­
ности (жесткая стенка) или нулю (мягкая 
стенка).

Обозначим падающее поле в волноводе 
через /;0. Найдем отраженное поле р. Для 
нахождения поля р применим следующий \
прием. Введем фиктивные поля р0 и /?, но- |
лучающнеси зеркальным отражением нолей i
До и р в плоскости х =  7/. Из симметрии еле- 1
дует, что введение этих полей позволяет уб- Фиг. 1
рать стенку, закрывающую волновод. Следо-
вательно, задача об отражении нормальных волн от закрытого конца 
волновода сведется к задаче о распространении нормальных волн в двух 
одинаковых волноводах, сочлененных под прямым углом. Последняя за­
дача уже рассматривалась в работе II] методом электроакустических 
аналогий. В настоящей работе эта задача решается путем «сшивания» 
нолей на границах областей, в которых собственные функции известны.

Рассмотрим вначале случай, когда волновод имеет жесткие стенки 
у  =  0 и у  =  а. Выберем в качестве падающего поля нормальную волну 
номера г:

ХУ.ГХ
Ро у) =  е cos (£гу), (О
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где %г =  гл/а, Kr =  Yk? — Ц. Отраженное поле р будем искать при х <  О 
в виде суммы нормальных волн

со

р ( х ,у ) =  V  Лпе~г*пХ cos Цпу). (2)
п=О

Путем зеркального отражения />0 и р в плоскости стенки, закрывающей 
волновод, полупим для р0 и р следующие формулы:

со

Ро (*» У) =  +  е "’гУ cos {1,-х), р (х, у) =  ±  ^  А пe~'*nV cos (l„x).
«=О

Здесь и далее верхний знак соответствует волноводу, закрытому абсо­
лютно жесткой стопкой; нижний знак — волноводу, закрытому абсолют­
но мягкой стенкой.

Обозначим через Р поле в объеме О ^ х ^ а ,  0 Выразим
это ноле через его граничные значения. Поле Р имеет нулевую нор­
мальную скорость на стенках х =  а, у =  а, а при х =  0 и у — О «сши­
вается» соответственно с нолями (р0 +  р) и (р0 р), т. е. это поле удов­
летворяет следующим граничным условиям:

дР\
К дх )х=а

со

г 2  (б«>- “  А*) х« cos ЦпУ),
п —0

со

2  (й ПГ А  )x „co s (£„ж),
П—О

(4 )

(5 )

СО
р х=о =  2  (®»г + л » ) cos  ( ь « ) .  (в)

п—О
со

^у=о — i  ^  ( (̂ nr "Ь ^ n) cos (W /;)- (7)
n=0

Здесь введено обозначение бпг =  Я  П*Ш П 1 . Поле Р будем искать
(0 при п =f = г

в два этапа. Вначале удовлетворим граничным условиям (3), (4), (5). 
Применяя метод Фурье, получим, что решение волнового уравнения, 
удовлетворяющее граничным условиям (3), (4), (5), имеет вид:

Р (х, у) =  2  -(Чv J1 sm (xna)
n=o

%

{cos |xn (rt — ж)] cos (£nj/) +  cos (£Лж) cos [хЛ(a ?/)!}•

Удовлетворим теперь граничным условиям (6) и (7). Ото можно сделать, 
подбирая соответственным образом коэффициенты Ап в формуле (8). 
Подставим (8) в (6), умножим обе части полученного соотношения на 
cos [Ъу) и проинтегрируем по у от 0 до а. Тогда мы получим беско­
нечную систему алгебраических уравнений для Ап:

|  iK£a}
п=0 siu (-/.„a) Лп = {2а,г

sin (к а) I (9 )
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<хп1 .= ( -  1)‘Д 
2

при Х п  =  h  =  О 
при хп =  & =£ О

Подстановка формулы (8) в граничное условие (7) приводит также к систе­
ме уравнений (9).

Решение бесконечной системы алгебраических уравнений (9) дает 
амплитуды нормальных волн отраженного поля. В двух вырожденных
случаях, а именно ка =  тп> г =  О и ка =  J/2пт, г =f= 0, это решение 
очевидно. В первом случае (ка =  тзт, г =  0) оно имеет вид А0 — 1, 
Лт =  + 2 , l̂n(n 0̂l п̂ ып) =  0, т. е. отраженное поле в волноводе состоит 
только из двух нормальных воли номеров 0 и т. Заметим, что нормаль­
ная волна номера т состоит из двух плоских волн, распространяющихся 
по оси у , поэтому она не дает потока, энергии но осп волновода.

Второй случаи (ка =  |/*2гя, г =f= 0) является вырожденным только 
для волновода, закрытого жесткой стенкой. В этом случае решение имеет 
вид A r =  1, АП(ПУ_,.) =  0, т. е. отраженное поле состоит только из нор­
мальной волны номера г. Эта нормальная волна представляет собой су­
перпозицию двух плоских волн, распространяющихся под углом 45° 
к оси волновода.

Таким образом, в рассмотренных вырожденных случаях вся. энергия 
падающей волны переходит в отраженную нормальную волну того же 
номера, что и падающая, в других случаях часть энергии падающей волны 
переходит в нормальные волны других номеров.

Н общем случае алгебраическую систему уравнений (9) удобно решать 
численно методом редукции [2]. Для возможности применения этого 
метода достаточно, чтобы коэффициенты системы удовлетворяли усло­
вию Коха |3), которое при х па =/= та состоит в сходимости ряда

Б рассматриваемом случае это условие выполнено, так как мажорирую­
щий ряд

сходится.
Численное решение системы алгебраических уравнений (9) было вы­

полнено для частного случая г =  0. В этом случае решение задачи об 
отражении нормальных воли от закрытого конца волновода является 
также решением задачи о рассеянии плоской волны, нормально падаю­
щей на пилообразную неровную поверхность (фиг. 2). На фиг. 3—5 при­
ведены графики модулей амплитуд спектров рассеянного поля, вычис­
ленные при различных значениях параметра ка для жесткой поверхности 
и падающей волны единичной амплитуды. Эти графики показывают 
сильное возбуждение боковых спектров. Максимальную амплитуду —
единицу — имеют спектры, скользящие вдоль неровной поверхности.

ч kanl sin(xjfl) **/« 2

nJ 0, 8in(xtte)
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Все предыдущие вычисления были сделаны для волновода с абсолют­
но жесткими стенками. Аналогичные вычисления можно выполнить и для

I i I N  I

Фиг. 2

волновода с абсолютно мягкими стенками. В этом случае, задавая падаю­
щее иоле в виде

?v.r .х
Ро\х>:у) = / '  Sin (6 гу),

получим, для отраженного поля следующее выражение:

I

(10)

Фиг. 3

I

Р (х > У) =  h  Впв
п=1

“ wn*

где Вп

sin (1пУ),

(И)
решения бесконеч­

ной системы алгебраических 
уравнений

v  В) =
ё=1 *n sin (кпа)п

{ m r*ri± \ iK > iK‘-a) 
sin (к,,а) •

(12)
Выбор знаков в формуле (12) 
производится по тому же 
правилу, что и в формулах 
для волновода с абсолютно 
жесткими стенками.

Полученное решение зада­
чи об отражении нормаль­
ных волн от закрытого кон- 
па волновода можно исполь­
зовать для нахождения точ­
ного решения задачи о рас­
сеянии плоской волны
Ро • (Я, У) =  ехр [ { (хгж +  Ьу)\
на пилообразной неровной 
поверхности, изображенной 
на фиг. 2. Рассеянное иоле 
р , соответствующее выбран­
ной нами падающей волне, 
будем искать следующим об­
разом. Представим падаю­
щее поле в виде/;0 =  р' +  ip".

//где р() и ро выражаются со­
ответственно формулами (1) и
(10) при любых значениях 
?/. » Обозначим рассеянные 
поля, соответствующие па­
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дающим волнам p'Q и / / ,  через / /  и //'. Из симметрии видно, что
ноля р и р" будут выражаться соответственно формулами (2) п (11) 
при любых значениях у. Следовательно, искомое поле p =  p'-\-ip" за- 
нишется в следующем виде:

1 00Р {х>У)=Ао ехр [—гЛж]+ у  ^  {(Лп +  Вп) ехр [г (— кпх +  %ny)} +
п— 1

+  (Лп — Iin) ехр [— i (кпх  +  in?/)]},

где Лп и Bv — решения бесконечных систем алгебраических уравнений 
(9) и (12).
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