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НОВЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДИФРАКЦИОННЫХ 
ПОЛЕЙ В КЛИНОВИДНЫХ ОБЛАСТЯХ С ИДЕАЛЬНЫМИ

ГРАНИЦАМИ

v А . А . Т у ж и  л и п
Для решений задач дифракции плоской, цилиндрической и сфе­

рической акустических волн в клиновидной области с идеально мягкими 
или идеально твердыми границами приводятся представления, во-пер­
вых, в виде равномерно сходящихся рядов, во-вторых, в виде асимптоти­
ческих рядов. Представления в виде равномерно сходящихся рядов 
удобны для исследования и вычисления поля как в случае, когда точка 
наблюдения или источник поля (для дифрагирующей цилиндрической и 
сферической волн) находятся в окрестности ребра клина, так и в случае 
клиновидной области с малым углом раствора. Представления в виде 
асимптотических рядов удобны для исследования и вычисления поля на 
«больших» расстояниях.

Будем рассматривать дифракционные поля П (р, <р, z)  — П2 (р, cp, z)  +  
+  П0 (р, ср — ф0, z) (И, П1? П() ~  е~ш ) в клиновидной области D y опре­
деляемой в цилиндрической системе координат (р, ф, z)  следующими не­
равенствами: 0 < ^ р < ^ о о ,  [ Ф | <1 Ф» | 2 | <^ ос. Поле Пх (р, ф, z)  описы­
вается в области D уравнением (Д +  к2) ГЦ =  0; П0 (р, ф — ф0, z) — за­
данная падающая волна (плоская, цилиндрическая или сферическая — 
см. таблицу). На гранях клина, т. е. приф =  ±  Ф, или поле П или его нор­
мальная производная обращаются в нуль (соответственно задача Дирих­
ле или Неймана). При помощи метода интегралов Зоммерфельда [1,2] рас­
сматриваемые поля непосредственно представляются единым образом 
в виде однократных интегралов Зоммерфельда с ядром G (а), зависящим 
от типа падающей волны (см. табл., а также [3—5])

п  ( р ,  ф ,  z) = ( a )  s ( а  +  ф )  da. ( 1 )

У

На фигуре показан коптур интегрирования у, состоящий из двух пе­
тель у 1 и на комплексной плоскости а. Здесь же показаны точки ветвле­
ния ядра а =  2кп  +  icy с вертикальными разрезами, уходящими в беско­
нечность. При этом с =  оо, с =  arch (гх/2рр0) и с =  arch (jR1/2pp0), 
соответственно, для случаев плоского, цилиндрического и сферическо­
го ядер; r1 = V ра +  Pjp =  V p 2 +  Р* +  (z ~  zo)2-

Функция s (а) в формуле (1) — трансформанта интеграла Зоммерфель­
да, равная соответственно для задач Дирихле или Неймана

s (а) =  (л/4Ф) {ctg [л. (а — ф0)/4Ф] ±  ctg [л (а +  ф0 — 2Ф)/4Ф]}.

В настоящей статье приводится краткий вывод других представлений 
полей П, из которых, как показано ниже, легко извлекаются различные 
асимптотические представления, удобные для исследования и вычисле­
ния поля. А именно, приводится вывод представлений в виде равномерно
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-сходящегося ряда:
оо

П( р , Ф, 2) =  ~  2  Еп { с о з ^ - (ф -ф 0)Т с о 5 ^ - (ф + ф 0- 2 Ф ) [ ^ п , (2)

где 8Л =  7а или 1 соответственно при п =  О или n >  1, и в виде равно­
мерного поср £ Z) асимптотического разложения. Для этого вначале поле П 
представляется как

П (р, ф, z) =  Пг (р, ф, z) +  Пд (р, ф, z), (3)
где Пг — геометрическая часть поля, которая легко определяется из гео­
метрических соображений, как сумма падающей и отраженных волн;

Пд (р, ф, z) — дифракционная часть поля. 
При этом

Пг (р, Ф,г) =  2  П0 (р, ф — ф0 — 4пхФ, z) Т
П1

т  2  п о (р, Ф +  <Ро — 2Ф (2п2 +  1), z). (4)

Пд (р , ф , я )  =  Пд (— я  +  ф — ф0) —

—Пд (л +  ф — ф0) Т П „ ( — я  + ф  +  ф0 —

— 2Ф) ±  Пд (я +  ф +  ф0 — 2Ф). (5)

Области изменения пх и п2 в формуле (4) определяются из условий 1ф — 
— ф 0 — 4пхФ | <  я и | ф +  ф 0 — 2Ф (2п2 +  1) | <  я . Каждая функция 
Пд (р) в правой части формулы (5) имеет вид

со

п„ (Ю а  в‘п у ф) 5 d,G ы  +  И) /  [oh «  - c o s  * ] .  (6)
О

Далее выводится равномерное по ф£/> асршптотическое разложение 
для дифракционной части поля Пд (р, ф, z)\ для этого достаточно дать 
разложение для Пд ((3). Если при фиксированном ф0 £ /)  для любогоф 
выполняется неравенство р =f= 4/гФ (п целое), то

со т  т

П ,Ю ~  S  / .  3  { ! / ( - § ) “ } 2 т , ( * Г  ■т=0 к=о 4
со

=  2 л т ( р , Ф ) / т , (7)
т= о

■если же существуют такие ф £-0, что р =  4гсФ, то
оо

Пд(р) ~  2  {Ап ($, Ф) — Лт (р — 4гсФ, я) — 4 т (2я — Р +  4геФ, я)}/т  +
tn=o j

3 — 4лФ г+  s m ——^ ( 8)

Легко проверить, что из четырех величин Р в формуле (5) не более 
чем для двух существует по одному значению ф £ , при котором Р =  4гсФ;
эти значения ф соответствуют границам зон света и тени падающей и отра­
женных волн.

Для конкретных случаев плоской, цилиндрической и сферической па­
дающих волн в формулы (1), (2), (4), (7) и (8) следует подставлять выра­
жения для С (a), Spy /т  и / ,  сведенные в таблице.
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Т а б л и ц а  4

IMP, Ф ,  Z ) Плоская падающая волна exp (— гкр cos ф) Цилиндрическая падающая волна Н^\кг  ( ф )) Сферическая п а д а ю щ а я  в о л н а  exp [i/,*K (<p)J/R ( ф )

G(a) exp (— ikp cos а) Я»> (кг (а)) exp [ikR (се.)]//? (а)

Sp

1 г
— 2^ \  < г“ роosa +  ipada =  е 2 J p (кр)'> =

Yl
inp со

-  е 2 У ,   ̂ X (Ар/2)Р+2П
£ оп\Т (р +  п +  1)

(кг (*)) ^  d* =
Ух

_  \JV (*Р) н р } (*Ро) (Р <  Ро)Г> _  
V p (кРо) н&> (кр) (р >  Ро)/

1 f  e-^-R(«)+ipa i Г2кп
~ 2 я )  Л  (а) da ~  2 V Дх Х

><sSten^lx<tpp-,2R',,w 'П=0

— ■ ■— " 1 ■ - ■ I -------------  " 1 n.

fra
im Г (>n +  Va)

X exp [t (Ар +  л/4), ) ( )miF (m +  Vi) / /-0 \m+'/2 m
У  2 Uppo/ Х П т+чЛкг«) L- - - - r^ ± -I-2-)] / ^  X WfcPPo)mffW  (A-«o)

I

1 7  ei,cpoh!ch (t/2) dt 1 Я<« (Лтг (л +  Ц)) ch (t/2) dt 1 2° e<'fR("+“ >eft (t/2) dt
л J ch г — cos (P — 4яФ)

0
exp i [kp cos (,8 — 4«Ф) — Ззг/4]

я -j ch г — cos (P — 4лФ) 
0

•i

л ]Л  (я +  гг) [ch г — cos (p — 4пФ)] ~~ 
0

к
~  | sim [(P — 4лФ)/2] | X

■̂ 2ftP|sin[(0—4пФ/2]| **)

X 5 eil'dt
CO

л | sin [(3 — 4/&Ф) /2J | x
Ы

X  ̂ eikr(r.-P+*n<b)chZdt
CO

2i | sin [(3 — 4гаФ) /2] |. x  

X \  #  (l:R (n -  3 +  АпФ) ch l ) d l
CO

*) Частные случаи формул (2) для плоской и цилиндрической волн см. в работе [6 ].
**) Частные случаи формул (71 и (8) для плоской волны см. в работе [7].



В таблице приняты следующие обозначения:

г (а) =  У  Р 2  +  р2 —  2рр0 cos а; гд =  г (я);

R  (и) =  У  Р2 +  р| — 2рр0 cos а  +  (z — z0)2; # 0 =  Л (я);

shg0 =  12|/рр0/г(я  — Р +  4иФ)] • | sin [(Р — 4иФ)/2]|;

sh =  [2 Урр0/Л (я — р +  4«Ф)] • | sin f(P — 4пФ)/2] | .

В выражении (7) коэффициенты равны

/*т (-)**
ft—1

(2/)! 22*+т =Г 2  <-)*
v~o

2к
Р

т - lk
х-1 I т — s(/с _  руа 2
8 = 1

(s I) \

В частности, с™{ =  О при 1; с™ m =  (—)m/2™;

т =  ( - Г -1 ( т  -  1)/3• 2т ; с“ _1,т _ 1 =  ( - Г  (2т+ 1)/6  • 2т ; 

С -2. Ж =  (—)”  ( т  -  2) (5т  -  Н)/90-2т ;

С - 2.m-i =  ( - Г -1 -  2) (2т  +  1)/18-2т ;

С - 2, т -2 =  ( - Г  (20т2 +  24т +  7)/360 • 2т .

Приведенных выражений для коэффициентов с™ достаточно, чтобы
написать разложения в формулах (7) и (8) до второго члена включительно.

Из приведенных в таблице рядов для функций Sp  видно, что последо­
вательность функций [S £ }  является асимптотической при кр, (Арро/п)
и (Appo//?i), стремящихся к нулю, соответственно для падающей плоской, 
цилиндрической и сферической волн. Эти условия в частности выполня­
ются, когда точка наблюдения для случая падающей плоской волны и точка 
наблюдения или точка расположения источника для падающей цилин­
дрической и сферической волн близка к ребру клина. Поэтому при 
кр, (/cppo/ri) и (kppo/jRi), стремящихся к нулю, первый член ряда (2) дает 
асимптотическое представление поля, которое можно дальше упростить, 
заменив функцию Sp  первым членом се разложения, приведенного в та­
блице. Представление ноля в виде ряда (2) удобно для получения асимп­
тотического представления при Ф —> 0 (при этом р —> ос); для этого, 
в случае падающей плоской и цилиндрической волн можно воспользо­
ваться асимптотическими представлениями цилиндрических функций 
с большим индексом [8]. При получении асимптотического представления 
поля при Ф —> 0 в задаче дифракции сферической волны удобно восполь­
зоваться интегральным представлением функции Sp, которое является 
обобщением интегрального представления функции Бесселя; на функцию 
Sp  для сферического ядра легко обобщается вся теория асимптотических 
разложений функций Бесселя с большим индексом.

Из выражений для /т видно, что первые члены разложений (7) и (8) 
при подстановке их в формулу (5) дают равномерное по cp QD асимптотическое 
представление дифракционной части поля при кр, (kppjrо) и (kppo/Ro), 
стремящихся к бесконечности, т. е. вдали от ребра Клина, соответственно- 
для падающей плоской, цилиндрической и сферической волн. Интеграл /  
в выражении (8) для падающей плоской волны является с точностью 
до множителя интегралом Френеля, а для падающей цилиндрической и 
сферической волн сводится к интегралу Френеля только в окрестности 
границы зон света и тени, в общем же случае легко табулируется.
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Приведем теперь краткий вывод выражений (2) — (8). Для получения 
разложения (2) надо в (1) заменой а на —а при учете того, что контур у  a 
симметричен относительно начала координат контуру у г и что С (—а) — 
— G (а), перейти от контура у  к контуру у ъ Затем надо множитель при G (а) 
в получающемся интеграле разложить в ряд по степеням функции 
ехр (ша/2Ф), который сходится абсолютно и равномерно при 1ш а 0, что 
обеспечивает возможность перемены порядка суммирования и интегри­
рования; реализуя эту возможность и учитывая выражение для S p , полу­
чим разложение (2).

Для вывода выражений (3) — (6) поступим следующим образом. В фор­
муле (1) дополним контур у до замкнутого контурами с, и с2 (см. фиг. ). 
Часть поля, определяемая интегралом (1) по замкнутому контуру, вычис­
ляется в конечном виде, как сумма вычетов подынтегрального выраже­
ния — это геометрическая часть поля Пг (р, ф, z), описываемая выраже­
нием (4). Остальная часть поля — дифракционная часть Пд (р,<р, z) — опи­
сывается интегралом (1) по контурам — сх и — с2. Если в этом интеграле 
разбить контуры — сх и — с2 на полупрямые с началами в точках а = ±  л, 
а затем сделать в каждом из четырех получающихся интегралов одну из 
следующих замен переменных а = ±  я  ±  /'/, то после простых алгебраи­
ческих преобразований при учете равенств G ( тЬ я  ±  it) = G (я +  it) 
функция Пд (р,ср, z) представится в виде (5), в котором выражения для 
Пд (Р) определяются формулой (6).

При получении асимптотического разложения интеграла (6) прихо­
дится различать два случая: а) при фиксированном ф0 для любого 
ср С в ы п о л н я е т с я  неравенство Р =f= 4лф  (и — целое); в этом случае 
подынтегральное выражение в формуле (6) регулярно в окрестности / =  О, 
и поэтому разлагается в ряд Тейлора, радиус сходимости которого зави­
сит от величины р, но имеет минимальное значение, отличное от нуля; 
б) при фиксированном ср0 Q D существует значение ф. (^/>, для которого
Р =  4нф. В этом случае для тех ф, для которых р=/=4яф, подынтегральное 
выражение в формуле (6) может быть разложено в ряд Тейлора по /, ра­
диус сходимости которого стремится к нулю при ф ->ф. (т. е. Р ->4яФ); 
при ф =  ф. (т. е. р =  4/гФ) подынтегральное выражение имеет полюс вто­
рого порядка.

В случае а) при получении асимптотических разложений интегралов 
типа (6) обычно используют метод перевала; однако получение полного 
асимптотического разложения этим методом является громоздкой алгеб­
раической задачей, в общем случае для интегралов (6) не выполненной. 
Поступим иначе. Легко видеть, что в окрестности t =  0 справедливо раз­
ложение:

sin (лр/2Ф)/сЬ (t/2) [ch (я*/2Ф) — cos (лЗ/2Ф)) =
оо т  т

=  Ctg - = L  3  („ь ,  -  1 Г  2  {l/(sin * ) “ } 2  см ( й Т . 0»
m =o к—О  ̂ J 1=к

Подставляя ряд (9) в интеграл (G) и выполняя почленное интегриро­
вание, мы придем к асимптотическому (а не к сходящемуся) разложению
(7). Для получения асимптотического разложения интеграла (6) в случае 
б) надо поступить так же, как описано в работе [71.

Описашше методы разложения решений скалярных задач дифракции 
на идеальном клине в ряды применимы и для решений задач дифракции 
волн от электрического и магнитного диполей на идеально проводящем 
клине, соответственные решения которых представимы также в виде одно­
кратных интегралов Зоммерфельда (со сферическим ядром) [9, 101-

В заключение выражаю глубокую благодарность Г. Д. Малюжинцу, 
под руководством которого выполнена настоящая работа.
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