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ДИФРАКЦИЯ ВОЛН НА ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ

- I f .  А.  У р у с о в с к и й

Получено точное решение плоской задачи дифракции акустических 
л электромагнитных волн на периодической поверхности. Метод основан 
на свойство периодичности ядра соответственного интегрального уравне­
ния по одной из церемонных при фиксированной разности двух пере­
менных. ‘

В настоящей статье решается плоская задача дифракции звуковых гар­
монических волн на периодически неровной и неоднородной поверхности, 
характеризующейся нормальной акустической проводимостью [1] при 
произвольной форме падающего поля. В электромагнитном случае та же 
задача рассматривается для граничных условий Лсонтовича. Схема реше­
ния была ранее дана в работе [2].

Профиль Г поверхности зададим в виде четырежды дифференцируемой 
функции z =  £(аг) с периодом d. Пусть однородная среда заполняет об­
ласть G, представляющую собой верхнее полупространство, ограниченное 
снизу заданной неровной поверхностью.

Обозначим через Pi{x, z) поле падающей волны и через pr(z, z) — поле 
рассеянной волны. Полное поле р(х , z) будет равно р =  р% + рг- В акусти­
ческом случае эти поля имеют смысл звукового давления, а в электромаг­
нитном — означают компоненты электрического или магнитного вектора 
вдоль оси у.  Подразумевается, что временная зависимость этих функций 
характеризуется множителем ехр(—Ш).

Граничное условие на неровной поверхности Г зададим в виде

?р (*'.? ! ] =  1кц(х)р[х,  £(*)], (1)
on ! *=£(*)

где k — со / cy с — скорость распространения волн, г\ (я) — нормальная 
проводимость (периодическая функция х  с периодом d) ; будем считать 
функцию г] (я) дифференцируемой, д /  дп означает дифференцирование по 
внутренней нормали п к  поверхности. Положим, что Re /ст] 0. Это усло­
вие означает отсутствие притока энергии через поверхность Г в область G; 
при Re /ст] <  0 поверхность поглощает энергию. Будем считать, что 
0 <  arg к <  я  /  2. При arg к — 0 среда идеальная, при 0 <  arg к  <  я  /  2 — 
поглощающая.

Положим, что падающее поле задано как суперпозиция полей точечных 
источников вида функции Ханкеля Яо(1)(/сДр) или производных этой функ­
ции но координатам. Здесь /?о =  У(я — Х0) 2 +  (z — Z0)2, где Хо, Zo — 
координаты источника. Примем, что все источники расположены в конеч­
ной части Q области G. Случай падающей плоской волны легко получить 
в результате предельного перехода, уводя точечный источник на бесконеч­
ность.

Учитывая сказанное, поставим задачу следующим образом. Найдем не­
прерывную в области G -f  Г функцию pr{x, z) для кривой: 1) в области G
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удовлетворено уравнение Гельмгольца (Д +  &2)рг(#, z) = 0 ,  2) на Г вы­
полнено граничное условие (1) для функции р =  pi  +  Рг\ 3) при Im к2 >  
>  0 |р г| и | Vpr | ограничены в области G +  Г, а р и др / дп на Г стремятся
к нулю при х->- ±  оо, для случая Im А: =  0 па дуге окружности Ti доста­
точно большого радиуса Я, дополняющей Г до замкнутого контура, охва­
тывающего область источников Q, выполнено условие излучения

дрг /  d li — ikpr =  о (1 /  У/У?).

Чтобы исключить из рассмотрения случаи, когда могут существовать 
поверхностные волны, будем считать, что при Im к =  0, 0 Ф  Re кц (х) ^  0. 

Учитывая условие (1), напишем формулу Грина в виде

Pr(X, Z)  =
i rdH0W(kR) 
4~ '  L дп

— с о

ikx\(x)H0W(kR) P f a  £(*)■]
- z=t пг(х)

dx. (2)

Здесь Я =  У(Х — x ) 2 +  (Z — z)2, X, Z — координаты точки наблюде­
ния, nz(x) — проекция на ось z единичной нормали п. Отсюда, устремив 
точку наблюдения к поверхности, получим уравнение

оо

р[Х, Ц Х )]= 2 р г [Х, £(*)] +  $ K ( X - x , x ) p [ x , U * ) } d x ,  (3)
— ОО

где

Я ( ^ )  =  4 { 4 [ ^ ( ,  +  х ) - Ц , ) - ^ И ] Я 1, )( И  +  ̂ )Яо(,>( и } ,  (4)

Г; Г =  Ут2 +  [£(я +  т) — £(я)]2.
Существенно, что ядро интегрального уравнения (3) при фиксирован­

ной разности т =  X  — х  периодично по х  с периодом d. Это позволяет све­
сти уравнение (3) к системе алгебраических уравнений. Действительно, 
представим это ядро в виде

Щх, х ) = ' % К п (т)е<*«* (5)
П

где q =  2к /  d, и подставим (5) в (3). Тогда получим
с о  о о

р [ Х , £ ( Х ) ]  =  2рг [ Х , £ ( Х ) ] +  2  ] K m ( x ) e ^ p [ x , U x ) ] d x .  (6)
771 =  — СО — ОО

Умножим теперь обе части (6) на exp (iaX) и результат проинтегри­
руем по X  от —оо до +оо. Учитывая, что интегрирование по X  и интегри­
рование по т в бесконечных пределах эквивалентны, так что получающий­
ся здесь двойной интеграл равен произведению двух ординарных, получим

•Р(И) =  2П (и )+  2 « т (м )Я (ы  +  ;ш?), (7)
т

где
о о  с о

•Р(и) =  j p f o  £ (x)]eiuxdx, Щ и) =  $ Pi [х, £ (x)]eiux dx, (8)
—  CO — CO

• ' со 1 со d
an( u ) =  ^ Kn (t)eiux dx =  — ^ eiuxdx J e'-in^x K(r1 x)dx. (9)

—со —со о
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Решение колечиоразностного уравнения (7) буде-м искать в виде

F(u) =  2  2 П (и -\-nq)Xn ( и +  nq)/[l  — a0(u +  nq)]. (10)
п

Подставляя выражение (10) в формулу (7), группируя члены, содер­
жащие И (гг +  щ ) ,  и приравнивая нулю множители при II (гг +  щ ) } полу­
чим систему линейных уравнений

Х п { и ) —  2  $n-m{u — n q ) X M( u ) =  бгг, П =  0, ±  1, ±  2, . . . , (И )
т Ф п

где 60 =  1, бп =  0 при п ф  0, рп(гг) =  а„(и) /  [1 — ао(и)]. Отсюда вид- 
но, что функции Х п не зависят от структуры падающего поля.

Функции ап (гг) могут иметь особенности при и =  ±  к, совпадающие, 
как можно показать, с особенностями функций ап (и), выражающихся пра- 
вой частью формулы' (9) с заменой г на |т | в К(х, х) .  Вводя для компо­
нент разложения Фурье периодических функций £(а:) и г)(я) /  nz(x) обо­
значения

1 с  1 с  п ( # )ь = т S = e ~ i n 4 X  d X l

( 12)

получим после интегрирования по х
с о

k  г  Г Н ^ Ч к  I т I)
«»»(«) =  - s -J  eiut (eini x — 1 — inqx)------р-г—̂ - +  ЛпЯ0<1>(* |т |)J dx.

—00

Результат представляет сумму известных интегралов типа Вебера — 
Шафхейтлина [3] и равен

А

ап ( и ) =  i-lnГ• пди +  у/с2 — [и — гад)2 — у/с — ы.2.1 - fo n: , (13) 
L У/с2 -  а2 J  т/к2 — и2

*11 п

У/с2 — гг*=

Re, Im У*2 — гг2>  0. Функции а„(гг) стремятся к нулю как при ю->- ±  оо 
(не медленнее, чем к /гг), так и при п->- ±  оо (быстрее, чем гг-1). Разно7

А

сти ал (гг)=  ап(гг) — ап(гг) ограничены и также достаточно быстро стре­
мятся к нулю как при гг-> ±  оо, так и при гг-^ ±  оо, так что сумма квад­
ратов модулей недиагональпых коэффициентов системы (11) ограничена
для всех вещественных гг, если а0(гг) Ф  1 и при Im/c =  0 г\о Ф  0. При 
этих условиях решение системы существует и имеет вид

Хт(и) =  Лт (гг) /Д(гг), (14)

где Л (гг) — определитель системы, Дт (гг) — алгебраическое дополнение 
элемента, расположенного на пересечении центральной строки и т-то 
столбца. Значения Д(гг) и Дт (гг) могут быть вычислены методом редукции.

Очевидно, что Д(гг) является периодической функцией гг с периодом dy 
поскольку сдвиг элементов матрицы системы на один шаг параллельно 
главной диагонали не изменяет величины определителя. Определитель не 
может обращаться в нуль, ибо в противном случае система, а следователь­
но, и однородное интегральное уравнение, соответствующее неоднородному 
уравнению (6), имели бы пенулевые решения, и  в среде существовали бы 
собственные колебания, описываемые правой частью формулы (2) при под­
становке в качестве р (ху £) ненулевого, решения однородного уравнения. 
В работе [1] показано, что при оговоренных в постановке задачи условиях 
собственные колебания невозможны. Следовательно, Д (гг) ^  О при всех 
вещественных значениях гг.
340



Элементы I-й строки в определителях А (и) и Ат(и), как видно из фор­
мулы (13), могут обращаться в бесконечность при т)0 =  0 и u - ^ l q  ±  к. 
Возникающая здесь неопределенность в выражении (14) устраняется ум- 
ношением 1-х строк обоих определителей на У к2 — (u — lq)2 / k , посколь­
ку при и -*■ ±  к ап {и)У\ — (и / /с)2 -*■ rjn ±  inq £п. При 2к — Nq, когда на 
периоде укладывается целое число N полуволн, в бесконечность обращают­
ся сразу по две строки в определителях, и для раскрытия неопределенно­
сти при u-^-lq ±  к  на указанный множитель следует множить еще и эле­
менты ( l ± N ) - x  строк определителей.

Аналогично, если ао(гг — lq) 1 при и->- ио +  lq, неопределенность в 
выражении ( 1 4 )  раскрывается умножением 1-х строк определителей А (гг) 
и Ат (и) на 1 — ао(и — lq). При и =  и0 система уравнений (И ) сводится 
к однородной системе

Х п (U q)  2 ,  &п—т {Щ KQ) Хт (U q) =  0.
т

Определитель D  этой системы, равный пределу выражения 
[1 — ao(«)]A(u) при и - у  щ, отличен от нуля по той же причине, по кото­
рой отличен от «нуля определитель системы (11). Отсюда видно, что отно­
шение Х т{и) /  [1 — ао(гг) J при и —>■ щ стремится к конечному предельному 
значению, равному Дт (гго) / О . При этом раскрывается и неопределенность 
в правой части формулы (10). Во всех случаях выражение (14) дает огра­
ниченное решение системы (11).

Отметим следующие свойства функций Х п (и) и ап(н). Х п {и) 6П как 
при и —>■ ±  оо, так и при п-+ ±  оо. Если т|о =  0, то Хп(п) ->-0 при
и-+ ±  к  как У1 — (и /  к)2. Если =  Щп =  0 при всех пу то а2п(п) =  0 
также для всех п. Наконец, если £ (я ), т) (х) — четные функции, то 
а-п (и) =  ап {—и) , Х - п (и) =  Хп (—гг).

Разложение Фурье функции р[я, £(я)] выразится, согласно формулам 
(8) и (10), формулой

О)

р[х, Ш ]  =  — Ъ е*пчх S Х п (и) • (15)

В частности, для падающей плоской волны вида
Pi (Х> Z)  =  exp [i (кх°Х -  kz°Z) ], (16)

разлагая ехр[—ikz%(x)\  в ряд Фурье при вычислении П (гг), мы сведем 
выражение (15) к  следующему

. о о

р[х, £(ж)] =  2 ,  P n ( k x° ) e ikxn *

П=—00
где

к хп —  кх° +  nq,
СО

Р п ( к х° ) =  2  2  X „ ^ ( - * * m ) C m ( W [ l
m = — о о

1 рСт{кг°) =  - г  \ г » . ^ и ч * ]  de.
d 0

(18)

(19)

Заметим, что в этом случае решение системы (11) и процедуру нахож­
дения рп по формуле (18) можно заменить решением системы уравнений 
непосредственно для рп:

Ргг (Л * °)  -  $ п -т ( -к х")рт(кх») =  2Сп ( к * ) / [  1  -  а 0 ( -  ***)]. ( 2 0 )
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Эта система получается подстановкой выражения (17) в формулу (6) 
и приравниванием в обеих частях равенства соответственных коэффициен­
тов Фурье.

Выразим теперь по формуле (2) поле рассеянной волны рг в области G 
через найденные значения поля на поверхности и преобразуем его так, 
чтобы выше неровностей поверхности (при Z >  шах £(ж) =  Z0) поле ока­
залось представленным в виде суперпозиции плоских волн. Для этого заме­
ним в формуле (2) функцию Ханкеля интегральным представлением [3]

оо

I lo ^ U k R )  =  —  ei[*s(x—*)+Xj|z -z|] dy‘*
Я J—со

где Z — 'Q(x), хг — У/с2 — (x*)2; Re, Im xz>  0. Учитывая, что

1 6 H0W(kR) =  ?(х)  ~ H 0W(kR),oz oxn2 da

и проведя дифференцирование no я и 2 под знаком интеграла в формуле
(21) при нахождении интегрального представления правой части формулы
(22) , запишем множитель при р(х , £) в подынтегральной функции правой 
части выражения (2) в форме

sig n(Z — z) — Z'(z) , П (х ) к  1 
^  nz(x) xz J

e i [K x ( X - x ) + y . z \ Z - z \ ]  ^

Заменяя периодические функции £>'( х ) ,  r \ ( x )  /  n z (x)  и [1 +  
+  sign(Z — z)]exp(-— ixz) разложениями Фурье, подставляя результат в 
выражение (2) и учитывая формулу (8), получим

где

Pr(X, Z) =  ~ \  2  {Sn+(Z, хх) e^A -+-,;Z) +
— оо п

+  [Sn- (Z , хх) — Sn- (̂Z0j y,x)]ei(Vxx-*zz)}F(nq — xx)dxx, (23) 

Sn{^9 Хх) =  2  ( —  =h 'j 5 n_w(Z, ±  x2), (24)
\ X2 X2 >

1 +  sign [Z-£(*)]4----------------------
2

e-i№{x)+nqx]

В частном случае падающей плоской волны вида (16) имеем

Pr(X, Z) =  2  [4 |(Z )е*<*£*+*& +  e , ( Z ) . (26)
i * ■ '

где А*1 =  кх° -j- Zfj, /с2г =  У/с2 — (&х*)2; Re, Im /с2г ^  0.

i l l ( Z )  =  *  2  РЬ- п  ( * * ° ) - 5 n +  ( Z ,  * « 1) ,  ( 2 7 )

п

< * i ( Z )  =  |  2  Pi-n (k xo)[Sn~(Z, кх‘) -  Sn~ (Z 0, * . » ) ] •  ( 2 8 )

П

При Z >  Z0, очевидно, Bn (Z, x) =  Cn (x), и выражения (23), (26) упро­
щаются. При этом формула (23) сводится к виду:
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(29)

где

а выражение (26) — к сумме брэгговских спектров:

Pr(X,Z)=  2  A,ei^ix+I‘\z\ (31)

■ где
(32)

4 «

Если точка наблюдения расположена выше неровностей поверхности, 
то рассеянное поле, как видно из формул (29) — (31), представляется су­
перпозицией однородных .и неоднородных плоских воли, уходящих от по­
верхности под острыми углами к осп Z, либо скользящих вдоль средней 
линии поверхности. Структура же поля между неровностями имеет более 
сложный вид: выражения (23), (26) при Z <  Z0 представляют собой раз­
ложение поля по «квазиилоским» волнам с амплитудами, зависящими от 
Z. Попытки искать точное решение задачи дифракции, исходи из представ­
ления рассеянного поля в виде разложения по плоским волнам типа (29) 
во всей области G, в том числе и между неровностями [4],%не оправданы.

Правые части выражений (24), (30) можно упростить, воспользовав­
шись рекуррентными формулами для функций Вп, Сп. Рекуррентную фор­
мулу для Сп мы получим, заменив в элементарном тождестве

функцию £'(#) ее разложением Фурье, изменив порядок суммирования и 
интегрирования и учтя формулу (19). Окончательно мы имеем

Аналогично выводится и рекуррентное соотношение и для Bn(Z, х) при 
Z <  Z0. В т о м  случае, когда %(х) дважды меняет знак на длине периода, 
это соотношение имеет вид

где Х \ ,  Х2 —■ абсциссы точек пересечения прямой z =  Z с профилем по­
верхности. Здесь положено 0 X2(Z) — Х\ (Z) < ; d. Свертывая ряды в вы­
ражениях (24), (30) по формулам (34), (33), мы получим для случая, 
когда г)т =  0 при т Ф  0:

d

 ̂ e - i [ * t ( x ) + n q x ) [ х £ ' ( х )  +  щ ]  dx =  0
0

(33)
т

т

2л

(35)
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Функции Bn (Z, х ), Сп(х) представляют собой обобщения бесселевых 
функции *, и для них может быть построена теория, аналогичная теории 
Ьесселевых функций. Эти функции разлагаются в абсолютно сходящиеся 
степенные ряды вида

(Vi СО
/  i y \ m  ( —

e « ( Z , x ) = 2 - ---- r — K m i Z ) ,  Сп (х) =  б„ -  йсЬг+  2  -
т

tu­ rn! т= 2
ml

где

bn,m(Z)

•п, т,

(36)

1 ? t +  big n p — m i i m ( x ) e - ingx dXiCn Я = 1 e - in5^ .

Асимптотические представления для С«(х), Bn (Z, x) при больших зна­
чениях |х | легко найти, используя стандартный метод скорейшего спуска 
для оценки интегралов (19), (25). Ограничимся здесь приведением 
асимптотических представлений для Сп(х) в предположении, что £'(х) 
обращается в нуль на протяжении одного периода лишь в двух точках — 
в точке максимума с абсциссой х м и в точке минимума хт и что в этих точ­
ках функция £(#) трижды дифференцируема, а £"(я) отлична от нуля. 
Тогда для вещественных и мнимых х имеем соответственно

Сп(х)
1 2 п \  у . Г Ы ,

Сп (х)х-Иоо

e-i[xt(xm)+ngacw+n/4] e~i№(xM)+nqxM-n/i)

i 2 n \ K t 3" ( x M)\

у'2л | ( х м )  |

При х2-^ 0  функции S n±(Z,Kx) 1 sn {xx), вообще говоря, имеют особен­
ности типа 1 /  х2. Однако, пользуясь тождествами (7), (20), подынтеграль­
ные функции в формулах (23) и (29) можно преобразовать к выражениям, 
не содержащим множителей 1 / х2, и доказать ограниченность каждого чле­
на рядов (26), (31). Так, содержащийся в формуле (29) ряд и правая 
часть формулы (32) преобразуются соответственно к виду

К' ’ _  к*) =  2С0(— Xz)[F(— х*) — Л  (— х*)]+  2  {s«(x.x) —
п п*

— C oW K n(n j"n — xz) - f  а „ (— x*)]}.F{rag — хж), (37)

Л , =  C0(* z' ) ^ ( ^ 0) - C ( * z° ) H - 4 2  { ^ ( М - ^ ( ^ ) Р С п ( 4 г' - п - У )  +
П

+  5 ' п ( - * х г) ] } Р ^ - п ( * х ° ) ,  ( 3 8 )

где х2т  =  У/с2 — (хх +  mq)2, a £п(х*) определяется суммой ряда (30) за 
вычетом содержащего особенности члена ряда с номером т — п. Функции 
??>(хх) всюду непрерывны, а содержащиеся в правых частях формул (37), 
(38) ряды абсолютно сходятся.

В работе [1] показано, что функция F(u) непрерывна** и абсолютно 
интегрируема на всем бесконечном интервале, р(х, £) также непрерывна, 
и если источники падающего поля расположены в конечной части плоско­
сти (X, Z), то при Х-+  ±оо р(Х, Z) =  0 (Х “3/а), а для 1тп к  >  0 
p(XyZ) | убывает по экспоненциальному закону. При этом выражения
[23), (29) представляют единственное решение поставленной задачи.

* Функции Сп (и) были введены ранее Бреховских (5].
** Исключение представляет тривиальный случай плоской поверхности при 

г\(х) = 0.



Полагая в окончательпых формулах т\ (х) =  0, получим решение зада­
чи для акустически абсолютно жесткой поверхности.

Чтобы получить решение для абсолютно мягкой поверхности, устремим 
в этих формулах \r\o\ к бесконечности и раскроем получающиеся неопре­
деленности. Обозначим предельные значения величин rjof (и), rjoРп(кх°) и 
<х„(н) /т]0 при |г]о| ->■ оо соответственно через Ф(гг), vn (kx°) и ап(и). Тогда 
равенства (9), (10), (И ), (18), (20) в пределе при |rjoj->-oo примут соот­
ветственно вид ~ 1

Ф (“ ) =  — 2  2П{и +  nq)Xn (u +  nq) /а 0(и. +  nq),
П

2  Ъп-т{и — nq)Xm(u) — bn, где Ъп {и) =  а„ (и) /  а0(и),
т

V n  (к х ° )  —  2  2 п - т  ( k x m )  С  т  ( k z °  ) / й 0  ( к х т  ) ,
т

2  bn-т ( кх11) ит(/сх°) — 2Сп (kz°) /я  о( кхп).
т

Заменяя в формулах (8) и (17) p(xt £) выражением этой функции по 
формуле (1), находим, что при | Ло | °° на Г

оо

г / -  ~  =  г!-- 'i ф  (u)er*«*du,
т п у  а п  2л  •'—со

а в случае падения плоской волны —

Учитывая, что согласно формулам (24), (30) при 
|т)о| ->■ оо Sn±(Z, Х х) / r\o-+-Bn (Z, ± x z) k / x z, Sn{Kx) / Г) 0 - + C n(xz) k  I  K Zy 

найдем следующие предельные значения для функций (23), (27), (28), 
(29) соответственно:

соА

Pr (X, Z) =  ~  ? 2  {Bn (z > **) +4л •'—оо я

+  [Сп(— v-z) — в г, (z , — хг) ] е>С'-хх-у.Л)} А  ф  (nq _  у_х) dy.x-
y-z

A, (Z) =  - i  2  "i-ь  (**°) Bn (Z , W ) к /  кЛ
“ п

a , ( Z )  =  2 - ' 2 i V l- n ( k x°)[Cn ( - k z‘) - B n (Z ,  - k z‘) ] k / k j ,
П

ОО
Рг(Х, Z) | — А_ f ei(Hxx+Kzz) с п (х2) —  Ф (/гг/ — Кх) d x x.

йгх x zz >z »  4 ^ —со

Поскольку, согласно формуле (13), при [т)о|-*-оо а п (и)/г|о-> - 
-*кдгУк2 — и2, то аг (и) при п Ф  0 — непрерывные функции, а Oq{u) =
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=  к IУ к2 — и2 +  «о (и), где щ{и) — также непрерывная функция, выра­
жающаяся правой частью формулы (39) при п =  Ос заменой Но^(кг) на 
#о(1)(/сг) — / /0(1)(/с |г |). Учитывая это и устремляя rj0 к бесконечности в 
формулах (37) и (38), получим

Ряды по п, содержащиеся в правых частях этих выражений,— абсо­
лютно сходящиеся.

Электромагнитная задача распадается на две скалярные соответственно 
поляризации падающего поля. Найдя по приведенной выше схеме у-с 
компоненты электрического и магнитного полей, остальные компоненты 
мы получим простым дифференцированием.

Рассмотренная выше схема решения задачи распространяется и на слу­
чай ограниченной периодической поверхностью слоисто-неоднородной сре­
ды с показателем преломления, зависящим от z, если в исходных форму­
лах функцию Ho^(kR)  заменить функцией Грина для соответствующей 
неоднородной среды.
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