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ВОЛНА СЖАТИЯ, ИЗЛУЧАЕМАЯ РАСШИРЯЮЩЕЙСЯ СФЕРОЙ

К . А . Н а у г о л ь н ы х

Рассмотрено излучение волны сжатия сферой, расширяющейся с 
постоянной скоростью в идеальной среде. С помощью введения сопро­
вождающей системы координат иолучепо приближенное решение задачи, 
показывающее, что на переднем фронте волны сжатия имеется слабый 
разрыв при любых, сколь угодно малых скоростях расширения сферы.

Полученное решение сравнивается с результатами Дж. Тейлора, по­
лучившего точное решение рассматриваемой задачи методом численного 
и пте грирова ни я а втомодсл ьных ура впей ий.

В 1946 г. Дж. Тейлор рассмотрел излучение волны сжатия сферой, 
расширяющейся с постоянной скоростью в безграничной идеальной среде. 
Начальный радиус сферы предполагался равным нулю и ее радиус как 
(функция времени описы­
вался формулой R  — Ut, 
где U =  const. С помощью 
метода подобия уравнения 
гидродинамики вместе с 
адиабатическим уравпе­
нием состояния были пре­
образованы в систему 
о  б ы к нов е н н ы х д и ф ф е р е н - 
циальных уравнений, кото­
рая и была проинтегриро­
вана численно для ряда 
значений U.

Некоторые результаты 
этих расчетов воспроизве­
дены на фиг. ’ 1, 2, 3. На 
фиг. 1 показана зависи­
мость избыточного давле- 
ння (р — Ро) /  Ро, где Ро — 
равновесное давление, и 
отиосител ьн ой скорости 
v I со, где v — гидродина­
мическая скорость среды, 
со — равновесная скорость 
звука, от безразмерной 
координаты £ =  г / c0t, 
где г — радиальная про­
странственная координа­
та, t — время для случая, 
когда М —  U /  с0 =  0,203.
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Заметим, что координата § =  М  определяет положение сферы. На фиг. 2 
и 3 представлены зависимости относительного давлепия р / ро и скорости 
v / Со от I  для значений М =  0,203, 0,525, 0,638 (кривые 2, 3). Пунктир­
ными кривыми на этих же фигурах представлены соответственные реше­
ния рассматриваемой задачи, полученные в приближении линейной 
акустики. (Для М  =  0,203 на фиг. 2 и 3 пунктирные кривые совпадают 
с кривыми 1.)

Фиг. 2

Аналитически эти решения можно написать в виде [1]
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Сравнение точных решений с решениями (2), (3) позволяет, как было 

отмечено Дж. Тейлером, сделать следующие выводы. При малых скоро­
стях расширения сферы (Л /<^1) распределение скорости, полученное 
в акустическом приближении, хорошо согласуется с точным; в то же вре­
мя имеется значительная разница между приближенным' и точным ре­
шениями в распределении давления в области г ^  Л, где давленпс в дей-

дрствительности изменяется по параболическому закону и 
в то время как решение линейной акустики дает

дг г== 0,
R

др_
дг

2рМ2 со2
r=R 1 — М2 R  ’

Кроме того, главное качественное различие между решением в акусти­
ческом приближении и точным решением заключается в том, что точное 
решение обнаруживает присутствие слабого разрыва на переднем фронте 
волны сжатия при любых, сколь угодно малых, скоростях расширения 
сферы, в то время как в акустическом приближении ударные волны, есте­
ственно, отсутствуют.
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Особенно любопытным, как отмечает Дж. Тейлор, является то обстоя­
тельство, что это различие между точным решением и решением в акусти­
ческом приближении имеет место в области переднего фронта волны, где 
избыточные давления и скорости чрезвычайно малы и где поэтому можно 
было бы ожидать наибольшей применимости акустической теории.

Указанные различия вынуждают пользоваться точным решением, по­
лучаемым путем численного интегрирования уравнений, даже при срав­

нительно небольших скоростях расширения U, что, вообще говоря, не пред­
ставляете я удобным. Целью настоящей работы является получение при­
ближенного аналитического решения задачи, учитывающего, однако, не­
линейные эффекты.

Предполагая движение сферически симметричным, напишем исходную 
систему уравнений в виде уравнения движения

уравнения непрерывности
др
e t + J F ('p v ) + 2 T  =  0' ( 5 )

"  «Г  Г • (6 )

уравнения состояния
_Р_
Ро \ ро

Здесь у =  ср /  cv, ср и Си — удельные теплоемкости при постоянном дав­
лении и объеме, соответственно. Заметим, что результаты приведенных 
ниже приближенных расчетов можно применить и для случая жидкостей,

/  дс2 \ ро ,если принять у =  ------ —-----L- \
' дР 'Ро С02

Для преобразования системы уравнений (4), (5), (6) удобно ввести 
тепловую функцию

=  5 - = S — • (7)
* Р J Р

W
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с помощью которой уравнение непрерывности (5) можно написать в виде
d w  д 2(р dip d w  2с2 dtp

+  с- +  —----------- 1---------- — =  О,
dt дг2 дг qr г дг (В)

где ср — потенциал скорости, так что v =  дер / дг. Далее, из формул (6) 
и (7) получим

с2 =  с02 +  (у — 1) w (9)
и из формулы (4)

W =
dip _  1
dt 2 ч дг!

(10)

Подставляя теперь (9) и (10) в формулу (8) и удерживая лишь линейные 
и квадратичные члены, получим уравнение для потенциала:

Со
д2ср д2(р 2 со2 д(р дер д2(р2__ I___
дI•2 dt2 + г дг

=  2
дг дг dt + ( у  1) д(р д2(р

dt дг2 +  (Y ~ 1 ) ..
2 dip dip
г дг dt

( 11)

Вводя новую зависимую переменную и так, что ср =  и /  г, и переходя от 
переменных г, t к переменным ?/ =  t — (r0 / с0), z =  рг, где ц — малый 
параметр порядка Л/, «подобно тому, как это было сделано в работе [2], 
получим

д2и _  а 5 /  да \2 1 5 ди 1 <9тг2
,UC° d/у dz 2 г ду \ ду ) с02г2 d yU д у 2су3 Зу

где а =  (у +  1) /2 с 02. Заметим, что это уравнение сразу может быть про-

пол учим
ди а ди \2

2сог ч %
ди

и +  7,
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Со3г 2 %  1 2 с 02г 3

( д  \ (  д  )
: v д г  )  у  1

■ +  № , (13)

гд е /(г ) — произвольная функция.
Будучи уравнением 1-го порядка в частных производных, уравнение

(13), в принципе, может быть проинтегрировано с помощью стандартных 
методов. Мы, однако, для упрощения расчетов произведем дальнейшие 
приближения. Именно, принимая во внимание, что интересующие нас не­
линейные эффекты наиболее существенны на переднем фронте волны, 
в области у  ~  0 мы будем удерживать в правой части уравнения (13) 
лишь максимальный в этой области член, а вместо граничного условия на 
поверхности сферы потребуем, чтобы решение уравнения (13) переходило 
в решение (1) линейной акустики при г =  R. Тогда вместо уравнения 
(13) мы получим новое уравнение

ди
~дг

1 _ о _

г 2с0
с граничным условием

при г =  R.

Решение этого уравнения может быть получено путем применения метода 
характеристик. В параметрическом виде это решение может быть напи­
сано следующим образом:

у  =  —

2aU2xo _ г , 1 - М
^ r + i T I n и  fe*
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и =  — w  ( 1 - л / ) + 2аг,‘
#0

1 +  Л/
In — +

at/4
со ( l + A f ) 2 *0 с0(1 +  Л/)2

(г2- * о 2) : (17)

где хо — параметр. Заметим, что зависимость у и и от г означает учет не­
линейных эффектов. В самом деле, в рамках линейной акустики и была 
бы функцией только у.

Дифференцируя формулы (16) и у 
( 17) но хо, получим полезное для даль­
нейшего выражение:

1 д а __ 1 да дх0 __ 2U2x0
Со ду с0 дх0 ду с0 (1 +  М )

г  ( 18) 
среды выражается следующим образом:

1 да и и [  да
г \ dz /

Фиг. 4

с0г ду , , ч / у

Пренебрегая малым членом ~\х в вы­
ражении (19) и зависящими от г чле­
нами в выражении (17), в соответствии 
с принятым ранее условием удерживать
лишь максимальные в области малых значений у нелинейные члены и 
пренебрегать ими вблизи излучателя, мы получим из выражений (17), 
(18), (19)

v
2U 40

со (1 +  М) г +
U ( \ - M )  ( х о\2

l + A f г) ( 20)

Формулы (16) и (20) в параметрическом виде представляют решение за­
дачи о распределении скорости в волне сжатия, окружающей сферу. Раз­
решая формулу (20) относительно хо и исключая затем его из формулы
(16), получим

Г Г .1 , 1  1 а . * 1  — М21Г ( Y + 1  )М \  м
У  е Х .  + ' 1 + с0 М 3 JI 1 - Л Я

X

X (21)

Проанализируем поведение этого решения при малых значениях у. В этом 
случае из формулы (2 !)  приближенно следует

, v 1 +  М 1 — М2 и г 
у »  avr in  — р

Со 2Л/2 2М3 с0 с0 ’
( 22)

Как видно из формулы (22), у обращается в нуль не только при и =  0, 
по и при v =  V2, где ъ'г определяется соотношением

vz
Со

2 М2
Т + М

_ g—(1—М*)/(У+1)М3 (23)

и зависимость y (v )  в области малых у имеет вид, изображенный на фиг. 4. 
Гидродинамическая скорость и как функция у оказывается многозначной, 
что физически невозможно и означает, как известно (см. 13 ]) образование 
разрыва. Его положение и величины ys и vs могут быть определены, в рам­
ках рассматриваемого приближения, из условия равенства заштрихован­
ных площадей на фиг. 4, выражающего сохранение потоков массы, импуль­
са и энергии на разрыве [3]. Аналитически это условие может быть выра-
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жено соотношением: 

где
I ( vs) — ysvs,

V3
I (v s ) =  \ y{v)dv.

(24)

0
Из формул (22) и (24) мы получим, таким образом, следующую систему 
уравнений для us и у s'.

arvs Л v8 (1 +  М) 1 \ 1 — М2 rvs
2 ~  V 11 с0 ~~2М2 2 )  +  4 М*с£ ~  lJs’

, vs 1 +  М  1 — М2 vsr 
!/s =  avsr In------ ---------- 1-

(25)

Co 2 M2 2A P Cq‘

Решение этой системы можно написать следующим образом:
Vs— =  2 Мг ----------
С О м

V s =  —
avsr

(26)

(27)
в согласии с [4].

Заметим, что, как видно из формулы (26), величина разрыва vs не за­
висит от г. т. е. интенсивность ударной волны остается постоянной по 
мере распространения волны, что является следствием автомодельности 
движения.

Итак, при заданной скорости расширения сферы распределение гидро­
динамической скорости в излучаемой сферой волне сжатия описывается 
формулой (26), дающей величину разрыва на переднем фронте волны, 
формулой (27), которую удобнее переписать в виде

1

1 Y +  1 vs ’ 
4 Со

1 = Cot
(28)

определяющей положение разрыва, и формулой (21), принимающей в тер­
минах | следующий вид:

1 = -1 +у!
v 1 — М2
с0 М*

X

X {
( Y  +  l ) M s

~ Т ~ т ~
]п

М
1 - м  \

- 1 + У 1
у 1 — М2\ Л
Та М3 ) +  1/'

(29)

Построенные по этим формулам графики для М =  0,203, 0,523, 0,638 ПО' 
казаны на фиг. 1 (кривая 3) и на фиг. 3 (кривые 7, 2, 4). Как видно, даже 
при значениях малого параметра задачи М  не слишком малых по сравне­
нию с единицей, согласие приближенного и точного решений достаточно 
хорошее, а при М =  0,203 они совпадают в пределах точности используе­
мого масштаба.

Перейдем к расчету распределения давления. Записывая уравнение 
состоянии в виде

р / с 2 y/(v-D
1 ] (30)Р о v

и используя формулы (9), получим
р
Ра 1 + У 1 W

с о‘ ]

v/(v—1)
(31)
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где, в соответствии с формулой (10)

__ __ 1 ди __ V*
w ~  У % “  2 •

Далее, из формулы (20) мы имеем

— 4L— Г- i + T / i  +  Z l z ^ ! ]  
со (1 — М)  L ^  f с0 М» J

I
и, принимая во внимание выражение (18), получим окончательно

w 2АР / И - Д / 2\ 1 / у 2\2
Со2 1 - М А  1 +  К 1 +  с0 iH  /  2 ( Со"/

Формулы (31) и (34) позволяют вычислить .распределение давления в 
волне сжатия, если известно распределение скорости. При малых М  вме­
сто формулы (31) можно пользоваться приближенной формулой, которая, 
с учетом выражения (34), приводит к следующему соотношению

У1 + V 1 — М-2 
с0 М3 • (35)

При г =  Я, как нетрудно убедиться, др / дг =  0. Это означает, что уско­
рение прилегающих к сфере частиц среды равно нулю, как это и должно 
быть при постоянной скорости ее расширения.

Графики распределения давления в волне сжатия для М =  0,203, 0,523, 
0,638 показаны на фиг. 1 (кривая 2) и фиг. 2 (кривые 1, 4, 5). Как видно, 
согласие приближенного и точного решений, будучи хорошим в области 
переднего фронта волны, ухудшается о уменьшением Вызвано это пре­
небрежением 2 и 3 нелинейных членов в уравнении (13). Члены эти несу­
щественны в области £ ^  1, но с уменьшением | их роль возрастает.

Необходимо сделать следующее замечание в связи с вычислением рас­
пределения давления. Как видно из фиг. 1, распределение скорости, полу­
ченное в приближении линейной акустики, хорошо согласуется с резуль­
татами точного расчета при небольших М, в то время как «акустическое» 
распределепие давления вблизи сферы заметно отличается от истинного. 
Это происходит потому, что при вычислении давления по формуле линей­
ной акустики

дер
Р - Р о = - Р о - -  (36)

но учитывается конвективный член уравнения (4). Этот член, будучи вдали 
от излучателя малой величиной второго порядка малости по М, по срав­
нению с членом dv I dt становится сравнимым с этим членом в области 
г ~  R  при любых, сколь угодно малых скоростях расширения сферы.

Однако, благодаря тому, что волновое уравнение в области г ж R c$t 
вырождается в уравнение Лапласа Аф =  0, являющееся следствием одного 
лишь уравнения непрерывности, можно учесть конвективный член урав­
нения (4) при вычислении давления и использовать вместо (36) формулу

<9ф v2
р — ро =  — ро —  — р0 — , (37)

не учитывая при этом нелинейных членов при вычислении потенциала.
Именно это обстоятельство позволило нам вычислить давление по фор­

муле (37) во всей области пространства, в том числе вблизи сферы, не­
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смотря иа то, что при вычислении потенциала скорости нелинейные эф­
фекты учитывались лишь на переднем фронте волны.

В заключение выражаю благодарность проф. Р. Т. Бейеру и проф. 
Г1. Дж. Вестервельту за стимулирующие дискуссии и помощь в работе.

Институт радиоэлектроники Поступила в редакцию
и горной электромеханики 12 апреля 1964 г.

Москва

ЛИТЕРАТУРА

1. G. I. T a y l o r .  The air wave surrounding an expanding sphere. Proc. Roy. Soc.
Ser. A, 1946, 186, 273—292.

2. К. А. Н а у г о л ь н ы х ,  С. И. С о л  у ян,  P. П. Х о х л о в .  Сферические волны ко­
нечной амплитуды в вязкой теилонроводящей среде. Акуст. ж., 1963, 9, 1. 54—60.

3. Л. Д. Л а н д а у ,  Е. М. Л и ф ш и ц .  Механика сплошных сред. М., ГТТИ, 1954.
4. R. W h i l h a m .  On the propagation of weak shock waves. Fluid., mech., 1956, 2, !,

303-315.


