
Т ом  XV 1 9 6 9 Вып.  1

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л ___________________________

УДК 534.222.1

КВАЗИПЛОСКИЕ ВОЛНЫ В НЕЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКЕ
ОГРАНИЧЕННЫХ ПУЧКОВ

Е . А. Заболот ская , / \  В . Х о хло в

Выведено приближенное уравнение, описывающее распространение 
ограниченных звуковых пучков в слабо нелинейных средах без поглоще­
ния. Построен один класс асимптотических решении приближенного 
уравнения, позволяющий проследить деформацию пучка, связанную с не­
линейными свойствами среды. Анализ проведен при помощи метода, в 
основу которого положен факт малости нелинейности среды и расходи­
мости пучка.

В настоящее время сравнительно полно изучен процесс распростране­
ния плоских волн конечной амплитуды в слабодиспергирующпх средах. 
Задача о распространении цилиндрических волн [1] и сферических волн
[2] была сведена к одномерной. Практический интерес представляют дву­
мерные и трехмерные нелинейные задачи; рассмотрение ограниченных 
пучков в нелинейных средах, сходящихся и расходящихся пучков, учет 
дифракционных эффектов. Здесь можно отметить только одну работу, где 
приводятся оценки возможности самофокусировки звукового пучка вслед­
ствие нагрева среды [3]. Однако даже в средах без поглощения ограничен­
ный пучок должен деформироваться из-за дифракционной расходимости 
и вследствие нелинейности среды. Зависимость акустических свойств сре­
ды н, в частности, скорости звука от мгновенных значений возмущения 
приводит к выводу о невозможности фокусировки или дефокусировки 
периодического сигнала в предположении обычного нелинейного механиз­
ма. В то же время импульсы, только сжатия или только разрежения, лока­
лизованные в пространстве в виде пучков, при распространении в нели­
нейной среде могут расплываться или сужаться в пространстве.

Настоящая работа посвящена теоретическому исследованию искажений 
формы пучка, обусловленных нелинейными свойствами среды. Анализ 
проведен на основе приближенного уравнения, описывающего процесс 
распространения ограниченного трехмерного пучка в слабо нелинейной 
среде без дисперсии и без поглощения. Приближенное уравнение выведено, 
пз уравнений гидродинамики в предположении, что форма волны медлен­
но изменяется как вдоль пучка, так и поперек. Этим изменениям припи­
саны разные порядки малости. Построен один класс асимптотических ре­
шений приближенного уравнения, позволяющий в рамках геометрической 
акустики проследить нелинейное изменение формы пучка. Полученное 
частное решение для квазиплоской волны при ширине пучка, стремящей­
ся к бесконечности, переходит в римановское решение.

Рассмотрим трехмерный звуковой пучок, распространяющийся в жид­
кости или в газе без диссипации энергии. 11олная система уравнений, опи­
сывающих этот процесс, состоит из уравнений непрерывности, уравнения 
Эйлера п уравнения состояния среды.

Пучок направлен вдоль осп х  и на поверхности х  =  0 задано возмуще­
ние скорости или плотности в следующем виде:



при х  =  О
р' =  Ф(*. У. Z)-

Для малых возмущений скорости, плотности и давления система гидро­
динамических уравнений может быть упрощена. Для этого положим

где [х — малый безразмерный параметр, Со — скорость звука, ро и ро — 
равновесные значения плотности и давления в газе, для жидкости ро — ха­
рактерное давление.

В случае плоских волн бесконечно малой амплитуды система гидроди­
намических уравнений имеет решение вида

v, р', р' =  F{t — x l  Со),

где F — произвольная функция аргумента.
Нелинейность среды и ограниченность пучка приведут к медленным 

изменениям формы волны как вдоль направления распространения, так 
и поперек. Поскольку переход в область тени происходит довольно резко, 
то следует считать, что изменения всех величин поперек пучка происхо­
дят быстрее, чем вдоль [4]. Поэтому для ограниченных пучков, распро­
страняющихся в слабонелинейпых средах, естественно искать решение 
уравнений гидродинамики в виде

х

Со
\хх, i p y ,  У иZ) .

Вводя переменные
х

Т =  I — —  ; х '  =  рх; у '  =  У|Д у, z ' =  У(Х z 
со

(3)

(4)

и подставляя их в гидродинамические уравнения, пренебрегая при 
малыми членами, порядок малости которых выше, чем [х2, получим
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Здесь и в дальнейшем штрихи над х , у  и z опущены. При выводе урав­
нений (5) — (8) предполагается, что иу/Со и vz/Co имеют порядок малости
|хУ(х, так как поперечные компоненты скорости связаны с расходимостью 
пучка. Из уравнений Эйлера (б), (7) и (8) р исключено при помощи при­

ближенного уравнения состояния Р = Р о  +  СоУ
У 1 со2 /2

2 V  ’ ГДе*
показатель адиабаты в уравнении состояния.

В уравнениях (5) и (6) слева стоят члены, каждый из которых имеет 
порядок малости [х, а справа — jx2. С точностью до членов порядка jx мож­
но написать



Уравнения (7) и (8) содержат малые члены порядка ц |ц . Уравнения
(5) — (8) с учетом выражения (9) можно свести к одному уравнению вида

а З У 2______
2 Зт2 дхдх

32р' с0 ( 32р' 1 Зр'
+ /  I 2

\  д?'2 +  г Зг =  0, (10)

где г — поперечная координата: г =  ~]/у2 +  я2.

Уравнение (10) является приближенным уравнением нелинейной аку­
стики ограниченных пучков.

Введение одной поперечной координаты г справедливо для пучков, об­
ладающих аксиальной симметрией. В случае плоской волны изменения 
р' вдоль поперечной координаты равны нулю, и уравнение (10) принимает 
вид

Решение этого уравнения описывает процесс распространения плоских 
волн в слабо нелинейной среде без диссипации энергии [5J.

Если можно пренебречь нелинейностью среды а ->  0, то уравнение (10) 
переходит в линейное уравнение, которое сводится к параболическому 
уравнению для амплитуды гармонической волны [6]:

Зр' _  с» / 32р' 1 Зр'
~дх ~  2йо \  Зг2 +  ’ 7  Зг

Таким образом, приближенное уравнение (10) учитывает одновремен­
но и нелинейные свойства среды, и поперечные изменения возмущения, 
обусловленные дифракционной расходимостью. Поэтому можно утверж­
дать, что уравнение (10) описывает во втором приближении (с точностью 
до членов порядка р2) распространение ограниченных пучков в нелиней­
ных средах без потерь.

Получить общее решение нелинейного уравнения (10) в аналитиче­
ской форме с граничным условием (1) пока не представляется возможным. 
Построим поэтому асимптотическое решение, которое позволило бы су­
дить о характере функции р'(т, х, г), хотя бы в некоторых частных слу­
чаях. Для этого допустим, что решение уравнения (10) можно представить 
в виде, близком к решению Римана для плоских воли:

Р' =  F { l [ x  — S (x ,  р ')], ж, г}, (И)

где X — большой безразмерный параметр, S  — неизвестная пока функция 
переменных х, р'.

Вычисляя Зр' / 3/-, Зр' /  Зт, 32р ' /  Зт2, 32р ' /  ЗтЗх и 32р ' / Зг2 как произ­
водные от неявной функции, подставляя их в уравнение (10) и прирав­
нивая нулю выражения, стоящие при высоких степенях X, получим сле­
дующие уравнения при X3 и Хг:

- f -  Sp'Sp'x —  Sx&(>'(>>

а  ( 9ГР  и  +  F t )  +  (Sx +  SP'Fx)F u  —  S p ' F i F : ( S p x̂ +  SP^ F X) +  

со
+ -  2SpW rFtFlr +  F A  Sy-Frr +  —  FrSl 0. (13)

Индекс внизу означает дифференцирование |  =  т — S  (х> р ').
Рассматривая уравнения при высоких степенях большого параметра X, 

мы ограничиваемся рамками геометрической акустики, что справедливо 
для достаточно больших радиусов пучка по сравнению с длиной волны, 
дифракционные эффекты при этом выпадают, так как описываются чле­
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нами, стоящими при К и АЛ Таким образом, предполагается, что попереч­
ные изменения, обусловленные нелинейными свойствами среды, превос­
ходят дифракционные эффекты.

Уравнения (12) и (13), несмотря на проведенные упрощения, остаются 
довольно сложными; однако они уже могут быть решены в ряде случаев, 
представляющих интерес. Уравнение (12) можно один раз проинтегриро­
вать. Разделим все члены уравнения (12) па *$V2 и запишем его в виде

Интегрируя уравнение (14) по р' и полагая произвольную функцию по х  
равной нулю, получим

Решение уравнения (15) имеет вид

Я = -а р '*  +  Ф (Ю , (16)
где Ф — произвольная функция от р'. Произвольная функция Ф позволяет 
сдвигать начало отчета координаты х. Действительно, представляя про­
извольную функцию в виде Ф =  аа?ор/, имеем

S  —  — а (х  — Хо)р'. (17)

В дальнейшем будем полагать произвольную функцию Ф равной нулю, 
всегда помня, что выражение (17) тоже является решением уравне­
ния (12).

Если ограничиться рассмотрением только быстрых изменений функ­
ции р', то можно написать выражение (И ) в виде

р ' =  F (т +  а V )  • ' (18)
Выражение (18) представляет собой разложение римановского реше- 

ния для плоской волны. Таким образом, уравнение при самой высокой сте­
пени большого параметра А, позволяет определить поправку к скорости 
распространения почти плоской волны в нелинейной среде.

Подставляя выражение для S  в уравнение (13), получим уравнение 
для функции F:

F*Flx -  FxF n  +  FJF& -  2 W l r  +  F?Fr +  — Ftf A  =  O' (19)

Принимая независимую переменную £ за функцию х, г и F, можно не­
линейное уравнение (19) свести к линейному уравнению вида

дЧ
дх OF

а с0х  /  дЧ
дг2

Замена переменных

Р =

+ 1г « )д г )
— 0. (20)

Р*2; S -
2 У?

_ V (21)
Уас0

позволяет привести уравнение (20) к гиперболическому уравнению стан­
дартного вида:

д2И д21 1 д1 д2%
+  ^  =  0, (22)

дР2 ' OS2 S dS OQ2
где р — коэффициент, имеющий размерность [p/Z2]. Вводя новую пере­
менную R  ______

(23)R  =  УР2 +  S 2
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Проведенное построение показывает, что квазяплоский импульс сжа­
тия с «амплитудой», спадающей к краям пучка, при распространении ста­
новится расходящимся: центральные точки пучка уходят вперед, а крае­
вые отстают. Кроме того, имеет место сокращение длительности импульса. 
Передний фронт импульса движется с меньшей скоростью, чем задний 
фронт. Причиной этому является пространственная расходимость импуль­
са — зависимость р' от х  имеет примерный вид, изображенный па фиг. 5. 
Сжатие импульса во времени определяется множителем, стоящим перед 
произвольной функцией в выражении (30). 11а оси пучка, т. е. при г =  0Т 
выражение (30) принимает впд:

Р'5 =

 ̂о

Ф(2р'). (31)

При х  ф  0 множитель перед произвольной функцией меньше единицы. 
С ростом х  этот множитель уменьшается, что и означает сокращение дли­
тельности импульса по мере распространения.

Аналогичным построением можно показать, что импульс разрежения, 
локализованный в виде пучка, распространяясь в нелинейной среде, сужа­
ется в пространстве. Ширина пучка определяется выражением

r = ± r „ y i — 5 5 ^ 2 - Л  (32,
Г Го2

Решение (30) описывает распространение импульса разрежения до

х  <  Го/УасоРшпх. ЧРИ распространении импульса разрежения длитель­

ность его увеличивается.
Подробное исследование распространения однополярных импульсов по­

зволяет сделать некоторые выводы относительно распространения перио­
дического сигнала, ограниченного по поперечной координате. Фокусировка 
или дефокусировка пучка в среднем не имеет места. Некоторое расплыва­
ние пучка в фазе сжатия сменяется его сужением в фазе разрежения. 
Однако нужно отметить несимметричное искажение фазы сжатия и фазы 
разрежения: длительность фазы сжатия несколько сокращается, а фазы 
разрежения удлиняется. Возможно, что ограниченность пучка, распростра­
няющегося в нелинейной среде, является одной из причин несимметрич­
ного искажения гармонической волны [7].

Выводы

Распространение ограниченных звуковых пучков в нелинейных гидро­
динамических и газодинамических средах без потерь описывается прибли­
женным уравнением [10]. Построенное решение позволяет определить в 
рамках геометрической акустики деформацию пучка и искажение формы 
сигнала. Согласно решению (30), почти плоский импульс сжатия, огра­
ниченный в пространстве, при распространении расширяется в простран­
стве и сужается во времени. Ширина пучка определяется выражением
(29). Импульс разрежения сужается в пространстве и расплывается во 
времени. Такое поведение однополярных импульсов дает возможность сде­
лать вывод о несимметричном искажении периодического сигнала. Полу­
ченное решение для квазиплоской волны переходит в решение Римана при 
ширине пучка, стремящейся к бесконечности.
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