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Рассмотрена плоская задача о рассеянии звука на неровной грани­
це жидкость — твердое тело. Предполагается, что радиус кривизны не­
ровной поверхности велик по сравнению с длинами волн, распространяю­
щихся в жидкости и в твердом теле (плавные неровности). Исследованы 
границы применимости принципа Кирхгофа для твердого тела.

В работах [1, 2] дана теория рассеяния волн на поверхностях с плав­
ными неровностями. Эта теория предполагает, что поле в каждой точке 
рассеивающей поверхности равно сумме полей падающей волны и волны, 
отраженной по правилам геометрической оптики от плоскости, касатель­
ной к поверхности в данной точке. Такое задание поля на границе назы­
вают принципом Кирхгофа, принципом локального характера поля [3] 
или принципом изолированного элемента [4]. Границы применимости 
этого принципа для неровной поверхности исследованы в работах [1, 2].

Во всех вышеупомянутых работах неявно предполагалось, что на гра­
нице раздела сред отсутствуют поверхностные волны. При наличии по­
верхностных волн достаточно большой амплитуды принципом Кирхгофа 
для расчета рассеяния пользоваться нельзя. Как известно [5], на границе 
твердое тело — вакуум, твердое тело — жидкость и твердое тело — твердое 
тело могут распространяться поверхностные волны. Следовательно, ре­
зультаты работ [1, 2] применимы для шероховатой поверхности твердою 
тела лишь в тех случаях, когда эти поверхностные волны или вообще не

возбуждаются или их амилиту- 
х  да очень мала.

В настоящей работе рас­
смотрела плоская задача о рас­
сеянии звука на неровной по­
верхности жидкость — твердое 
тело и исследованы границы 

применимости принципа Кирхгофа для твердого тела. Пусть на неровную 
границу раздела между жидким и твердым однородными полупространст­
вами (см. фигуру) падает из жидкости плоская гармоническая волна ча­
стоты а). Потенциал этой волны мы запишем в виде

где

Фпад(*, *) =  exp [ЦАТ*0*  — K z°z)], (1)

с — скорость звука в жидкости. Временной

множитель ехр(—imt) здесь и далее мы будем опускать. Обозначим по­
тенциал рассеянного поля в жидкости через Ф, а потенциалы продольных 
и поперечных воли в твердом теле соответственно через ср и Ч'. Эти поля 
удовлетворяют соответственным волновым уравнениям, а па перовпой по­
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верхности z =  £(#) следующим граничным условиям:
{п, [grad(ср —  Флад — Ф) +  rot Wj} =  0 , (2)

{p$n9nr +  tcop (Фпад +  Ф) } = 0 ,  (3)

OrSnsTr =  о, (4)

где Ors — тензор напряжений [6], р — плотность жидкости, п и т — соот­
ветственно единичный вектор нормали и касательной. Индексы г и s про­
бегают везде значения 1 pi 2, соответствующие компонентам векторов и 
тензоров соответственно по осям х  и 2 . Граничные условия (2), (3) и (4) 
означают, что на поверхности раздела между жидкостью и твердым телом 
нормальные компоненты смещения и силы непрерывны, а касательные 
компоненты силы отсутствуют.

Предположим, что радиус кривизны неровной поверхности велик по 
сравнению с длинами волн, распространяющихся в жидкости и в твердом 
теле (плавные неровности). Как известно [1, 2, 7], это условие является 
необходимым для применения принципа Кирхгофа. Представим рассеян­
ное иоле в виде

Ф =  ф(о) - f  ф(1)? ф =  ф(0) +  ф(о =  чт  -(-

где индекс 0 означает кирхгофовское приближение, а индекс 1 означает 
добавочное поле к кирхгофовскому приближению. Из формул (2), (3) и
(4) следует, что добавочное поле удовлетворяет следующим граничным 
условиям:

{и, [grad (<рФ — Ф<*>) +  rot V 1) ] } ^  =  ^ Л х ) =

— -{ n , [grad (ф<°) -  Фпад -  ф<°>) +  roty<°)]}2=5,

{tfrsVsttr +  С̂0рф<1>}г=? =  =  —  (cT« +  нор (Фпад +  Ф(0))}*=&,

{o^VsTr}2=v =  Fs(x) =  — {(Тг? ПаTr}z=e-

На основании этих формул можно считать, что добавочное поле создается 
сторонними источниками Fr, где г =  1, 2, 3, распределенными но поверх­
ности г =  £(;г). В дальнейшем мы будем рассматривать лишь ту часть 
добавочного поля, которая обусловлена поверхностными волнами, распро­
страняющимися вдоль границы. Из условия малости этой части добавоч­
ного поля по сравнению с полем в кирхгофовском приближении мы полу­
чим дополнительные ограничения применимости принципа Кирхгофа, об­
условленные наличием поверхностных волн.

Поверхностные волны, создаваемые сторонними источниками Fr, мы 
найдем приближенно, используя условие плавности неровной поверхности. 
При расчете мы примем следующие допущения:

1. Сторонний источник, расположенный в точке ( x q ,  u o ) поверхности, 
создает поверхностную волну такой же амплитуды, как если бы он был 
расположен па плоскости, касательной к поверхности в этой точке.

2. Поверхностная волна в каждой точке неровной поверхности ведет 
себя так же, как если бы она распространялась по плоскости, касательной 
к поверхности в этой точке. Дополнительное затухание поверхностной вол­
ны, обусловленное ее рассеянием на-плавных неровностях, можпо рассчи­
тать методом, аналогичным изложенному в работе [8].

Поло поверхностных волн в точке (х , £) поверхности мы будем искать 
следующим способом. Сперва вычислим поле, создаваемое в этой точке 
сторонними источниками Fr(,To), расположенными в точке (хо, £о) поверх­
ности, затем проинтегрируем это ноле по координате хо в интервале, содер­
жащем неровности; тогда мы получим полное поле.
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Поверхностные волны, создаваемые точечными сторонними источни­
ками FT(xо), можно найти методом Фурье. Опуская громоздкие промежу­
точные вычисления, мы сразу приведем окончательные формулы:

Ф(|,(х, £, х 0) =  V+'(KX, xo)exp[iRJ(x0} х) \ при х  >  х 0,

Ф(1)(*, £, ^о) =  V~(RX, д:0)ехр[ — iRxl(xо, о:)] при х  <  :г0.

В этих формулах введены следующие обозначения:

V±(RX, хо) =  рс/ (Кх){ ж Л ( Х0)-  ^-'[.(х2 -  2КХ2)- +

+  Ы г ъ т  Fi (хо) ±  Я* [ (х2 -  2 К 2) -  2йгх2] /•з(хо) }  (5)

Т (Кх) =  {mff, [ (х2 -  2JT*2)2 +  4М Д * 2] +  x'-/cz} ,
*

Z(*o,x) =  $ y H - p 2(Z)dX,
Хо

причем Р =  ^ ,  К ,  =  -/К2 — К х\  кг =  у/с2-  К х\  хг =  Ух2 -  К  2,

К  =  (О /  С, 1с =  (д I Cl, К =  (О I Ctj тп =  р! /  р,

pi — плотность твердого тела, с* и с/ — соответственно скорости продоль­
ной и поперечной волн в твердом теле, К х — корень уравнения T ( R X) =  0.

Пусть неровности заключены в интервале {\х \  <  L}. Тогда поверхност­
ные волны можно представить в виде

Ф(1)( * ,£ ) =  $ v t+(Rx1Xo)cxp[iRxl(xo1x)]dx0 при х  >  I ,  (6)
- L

ь
Ф(1,(ж1 ? ) =  $ (-Йж,х0)ехр[—iKxl(x0yx)]dx0 при х  <  — L,  (7)

Ф(1) (*>£) =  ^ х0)ехр [iKxl(xo,х ) ]dx0 +  \  V r ( R x, x 0) X
—L х

X охр [— iRxl (*o, x)]dzo при | х | <  L,

где V\± (КХ, хо) =  y i  +  p2(xo)V±(R Xl х 0). Исследуем поле поперхпостных 
волн за пределами нерегулярного участка для периодических и статистиче­
ских неровностей.

П е р и о д и ч е с к и е  н е р о в н о с т и .  Пусть неровности £ являются
периодической функцией с периодом Л. Тогда величина VI +  р2(дг) тоже
будет периодической функцией: У1 +  р2(х +  Л) =  y i  +  р2(х). Предста­
вим ее в виде

П ~ + Р 2(х) = Ь 0 +  Ь1(х),  (8)

где Ь0 =  —  \  У1 +  pz(x)dx  — среднее значение этой величины за период; 
Л о

Ь\(х) — периодическая функция, имеющая нулевое среднее значение. На 
основании формул (5) и (8) имеем
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1
где Ь2{х0,х)  = —   ̂ bl (x)dx  — периодическая функция, имеющая нуле-

*о
вое среднее значение.

Пользуясь формулами (6), (7) и (9), представим поле поверхностных 
волн за пределами нерегулярного участка в следующей форме:

L

Ф {]){ХЛ )  =  5 V & (R X, х, х0) exp [i (Кх° =F bRx)x0]dx0l ( 10 )

где V2±(KX, x y x0) =  Vi±(R X) x0) exp {—iKx°xQ ±  ib0R x[x +  bz(x0, л:)]}. 
Здесь и далее верхний знак выбирается при х  >  L, а нижний знак при 
х <  —L. Величина V2± {RX, х, хо) является периодической функцией коор­
динаты хо. Разложим ее в ряд Фурье

юо

X, х 0) =  2  Ат±(Кх, X) exp (iQmx0) , ( И )

т = —оо

где

йп! =  ~ m ,  A v^ iK ^X o )  =  —  \  V2* {Кх, х, Хо)ехр (—i£lmXo) dxo.
1 О

Подставляя разложение (И ) в формулу (10), получим
оо L

ф (1>(*> £) =  S  Л X) [ exp [i (Кхт 4= Ь0К Х) х0] dxo, ( 12)

т- -оо

где К хт =  K XG +  Qm. Выполним в формуле (12) интегрирование по коор­
динате хо. Тогда ноле можно представить в виде

-» > (* ,? > =  2  2 4- ОоКх)
(13)

Из формулы (13) можно сделать следующие выводы. Для плавных 
неровностей влиянием поверхностных волн можно пренебречь, за исклю­
чением тех случаев, когда выполняется соотношение

\Кхт \ &  ЪоКх. (14)
Условие (14) означает, что средняя фазовая скорость следа га-го спектра 
вдоль границы равна скорости поверхностной волны или близка к пей. При 
выполнении условия (14) амплитуда поверхностной волны становится 
очень большой. В этих случаях пользоваться принципом Кирхгофа для 
расчета рассеянного поля на неровной границе жидкость — твердое тело 
нельзя.

С т а т и с т и ч е с к и е  н е р о в н о с т и .  11усть £ (я) — однородная ста­
тистическая функция точки в интервале { |ж |^ £ } ,  имеющая нулевое 
среднее значепие. Тогда сторонние источники Fr(x0) можно представить в 
виде

Fr{x о) =  Р г(хо)ехр(1Кх°хо),

где F r(xо) — однородная статистическая функция. Вычислим величины 
<ф(1)> и < |ф Ф |2> за пределами нерегулярного участка. При расчете мы ис­
пользуем приближенное соотношение: 1(хоУ х) ж (х — хо).

Среднее поле поверхностных волн можно представить в виде
L

<ф(1))  =  \  ( У X о)) ехр R x)Xo4: R xx]} dx0,
- L
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где V\± [КХ9 х 0) =  Vx±(Кх, xq) exp[ —iKx°xo\ . Поскольку величины (Fr(x0) > 
не зависят от координаты я0, то множитель (Fi*) можно вынести за знак 
интеграла. Выполняя интегрирование по x G, получим

=  2 < Р г (Л \,Xo) ) ^ W f ^ f xl L ] . e x p ( ± i R xX).

На основании этой формулы можно сделать следующее заключение: если 
фазовая скорость следа падающей волны вдоль границы не совпадает со 
скоростью поверхностной волны, то среднее поле является малой величи­
ной при любой длине нерегулярного участка.

Найдем средний квадрат ноля. Эта величина определяется выражением

< | фФ 12> =  (  | У f i*  (R x, х0) ехр{г [Кх\  х 0 ±  К х (х — х0) ]} dx0
—L

Пользуясь формулами для величин Ft* (/?х, х 0), перепишем это выражение 
в виде

<|Ф0)|2> -
х 2 ь  L  3

pctr ( K x)
$ $ 2  u,.u;{Fr(xo)F/(xо')!2) X

-  L  -  L  r , s = i

X exp [i(Кхо н= /?./) (.г0 — хй') =F К х"(2х  — х0 — х0')] dx0d x j ,  (15)
PlCtгде U i =  k4 z, Uz =
X

■ [(x2- 2 ^ 2 ) 2 +  4Ы Л х Я

и 3 -  ± /?x  [ (x2 -  2 К * )  -  2 Szx J, *' .=  Re 2?x" =  Im i?x.
Величина Ж /' характеризует затухание поверхностных волн на неровной 
границе жидкость — твердое тело. Введем в формуле (15) новую перемен­
ную интегрирования т =  (хо' — хо) . Используя свойство однородности 
функции £ и пренебрегая средним полем, получим

« 3  L  ( L —X  о)

<|Ф<’>|2> = X
pctT ' ( R x) 2 UrUs \  $ Д „(т)Х

(16)

Г, s =  I - L  - ( L -Ьл'о)

X ехр {— [г (Кхо =F i?x') Н= ■/?*"] т =F 2i?*" (я — дт0) } йт ete0. 
Величины ДГ5 определяются по формуле

ДГ5(Т) = < { Р г ( ъ ) - < Р г Ш > } { Р * М  “
Для вычисления этих величин нужно знать функцию распределения не­
ровностей.

Предположим, что выполнены условия К х"х0<  ̂ 1, то ^  L,  где то — ха­
рактерный масштаб неровностей. Тогда из формулы (16) получим

~ 3 L, оо
< | Ф < 0 | 2 >

X
Р ctT '{Rx) 2  и , и :  S $ д„ (т ) X

г ,  - s = I  —L  - оо

X е\р  {—i (Kx° +  К х ) х  -{- 2Rx" (x  — x 0)} dxdzu
х

pciT '(Rx) X

x  - (У £)  2 G,, (Дх° =F A*,') exp ( + 2 R x" x ) ,
Д./' r, >-=1

oo
Где Gr, (Z,.° =F /? /)  =  J Д„ (t) exp [-!(**<> =F tf*') x] <*r.

OS
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Таким образом, интенсивность поверхностных волн определяется спект­
ральным составом сторонних источников. При некоторых типах перовпо- 
стей коэффициенты Grs (К х° R x') являются малыми величинами. Тогда 
влиянием поверхностных волн можно пренебречь и, следовательно, для 
расчета рассеяния можно использовать принцип Кирхгофа. Например, для 
малых неровностей ( | £ Д | < ^ 1 )  условие применимости принципа Кирх­
гофа получает вид

\ (Кх» - К х')т0\^>1.

При больших неровностях ( | £ / Я |  ^>1) для расчета коэффициентов 
Grs нужно знать функцию распределения этих неровностей. Пусть неров­
ности имеют нормальное распределение, а их функция корреляции задана 
в форме R(x)  =  а2 exp ( —т2/то2), где а2 =  <£2>, т0 — характерный мас­
штаб неровностей. В этом случае условие применимости принципа Кирх­
гофа имеет вид

* Д о
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