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Р ассм отр ен а  пл оская  задача о распростран ен и и  п овер хн остн ы х  волн 
вдоль и скри вл ен н ой  п ов ер х н ости , х а р а к тер и зую щ ей ся  нм педанцем , и 
вдоль искривленной  границы  ж и д к ость  —  тверд ое  тел о. П редполагается, 
что  р а д и ус кри ви зн ы  п ов ер х н ости  велик по сравн ен и ю  с  длиной  волны 
и м ал о и зм ен я ется  на р а сстоя н и и  н ескол ьк и х  зон  Ф ренеля, п остр оен ­
н ы х и з ц ен тра  кривизны . И ссл ед ован о влияние кри ви зн ы  п ов ер х н ости  на 
затухан и е и ск ор ость  р а сп р остр а н ен и я  п ов ер х н остн ы х  волн.

В последнее время в прикладной акустике и технике сверхвысоких 
частот широко используются поверхностные волны [1—3]. Эти волны 
применяют в линиях задержки, для целей дефектоскопии и сейсморазвед­
ки и так далее. Теория этих волн хорошо разработана лишь для плоских 
границ. Представляет теоретический и практический интерес рассмотреть 
задачу о распространении поверхностных волн вдоль искривленных гра­
ниц. Эта задача возникает, например, при исследовании волн, распростра­
няющихся в земной коре при землетрясениях. Ниже рассмотрена плоская 
задача о распространении поверхностных волн вдоль искривленной по­
верхности, характеризующейся упругим импеданцем, и вдоль искривлен­
ной границы жидкость — твердое тело. Сперва задача решена для поверх­
ности с постоянной кривизной (цилиндр и цилиндрическая полость), а за­
тем при использованпи найденного решепия, исследованы поверхностные 
волны, распространяющиеся вдоль неровной поверхности с переменной 
кривизной. Во всех случаях рассматриваются лишь те поверхностные вол­
ны, которые при безграничном увеличении радиуса кривизны поверхности 
переходят в поверхностные волны на плоскости. При исследовании по­
верхностных волн на цилиндре используется метод, изложенный в ра­
боте [4].

Пусть цилиндр с радиусом R  находится в жидкости. Мы будем счи­
тать, что поверхность этого цшшпдра характеризуется безразмерной по­
датливостью у\ [2 ] и будем искать потенциал гармонической поверхност­
ной волны в жидкости (г >  R) в виде

Ф (ri 0) =  А е '^ Н ^  (кг),
где р — KR , К  —■ волновое число поверхностной волны, к  =  w /  с — вол­
новое число в жидкости, RpW — функция Ганкеля первого рода порядка р. 
Из граничного условия па поверхности цилиндра мы получим дисперсион­
ное уравнение:

Hv-i  (Z) -  И &  (Z) -|- 2ЛH f  ( Z ) =  0, (1)
где Z =  kR.

Вычислим волновое число поверхностной волны на цилиндре большого 
радиуса ( |р ! § > 1 ), используя при расчете асимптотические разложения
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цилиндрических функций, полученные для случая, когда аргумент мень­
ше индекса (см. [5, 0 ]). Подставляя эти разложения в дисперсионное 
уравнение ( 1 ), найдем

К ж Ко +  к  +  tab

где Ко — волновое число поверхностной волны на плоской границе,

Х =  — —̂  >0, ai =  ~exp[— 2y(p0,Z)]>0,
2г]ро к  о

Y(ро, Z) =  ро{arc th (b0/ К 0) — (bo/K0)}, b =  УК2 — k2.
Индекс 0 означает, что данная величина берется при К  =  К0.

Отсюда видно, что поверхностная волна на цилиндре распространяется 
медленнее, чем на плоскости и, кроме того, она затухает вследствие излу­
чения в жидкость.

Аналогичным способом решается задача о распространении поверх­
ностных волн в цилиндрической полости с импеданцными стенками, за­
полненной жидкостью. Дисперсионное уравнение для этого случая мы 
получим из уравнения (1), заменяя в нем ц на (—ц) и функции Ганкеля 
на функции Бесселя. При большом радиусе полости решение дисперсион­
ного уравнения можно написать в виде К  ж К 0 — к у где к  вычисляется по 
той же формуле, что и для цилиндра. Таким образом, поверхностная 
волна распространяется по стенке цилиндрической полости без затухания; 
скорость этой волны больше скорости поверхностной волны на плоскости.

Применим полученные результаты для исследования поверхностных 
волн, распространяющихся вдоль неровной границы с переменной кривиз- 
пой. Пусть неровная поверхность z =  1>(х), ограничивающая жидкое одно­
родное полупространство (z >  £), характеризуется безразмерной подат­
ливостью г|. Мы будем предполагать, что радиус кривизны этой поверх­
ности велик по сравнению с длиной волны (KR ^>1) и мало изменяется 
на расстоянии нескольких зон Френеля, построенных из центра кривизны 
(R'~\RX /  R  1). Тогда приближенно можно считать, что поверхностная 
волна в каждой точке неровной поверхности ведет себя так же, как если 
бы она распространялась по поверхности круглого прямого цилиндра (при 
£" <  0) или по поверхности цилиндрической полости круглого сечения 
(при %" >  0) с радиусом, равным радиусу кривизны неровной поверхно­
сти в этой точке. При этом допущении средний коэффициент затухания 
поверхностной волны, распространяющейся вдоль неровной поверхности, 
можно написать в виде

оо

< а > =  J а («и »(6)«*Е, (2 )
—оо

где I  =  [ 1  +  (£/ )2]~3/,£,/ — кривизна поверхности, и>(£) — плотность ве­
роятности величины

Пусть величина £ распределена по нормальному закону:

w (£) =  — — ехр { ------ —  } ,  где о±2 =  { 0 .
У2яО) 2<7i2 >

Тогда средний коэффициент затухания можно представить в виде

*(& )=  {
«1
О

при
при

£ < 0
£ > 0 '
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где а 1 =  o-i exp [2у{рй, Z ) \  —  b02 /  K 0l pi = — y(p0, Z ) . Вычисляя интег-
Po

рал в формуле (3) методом перевала, считая, что i^oPi / щ 1 , получим

Из этой формулы видно, что средний коэффициент затухания поверхност­
ной волны, распространяющийся вдоль неровной поверхности с малой кри­
визной (AT0Pi / at >  1 ), очень мал.

Предположим, что наклоны поверхности малы, т. е. |£ '|< ^ 1 . Тогда 
приближенно кривизну поверхности можно считать равной tff. В этом слу­
чае величина ог связана с функцией корреляции неровностей

Ф )  в  <£(*)£(*+  т)>
следующим соотношением (см. [7 ]):

< « ■ > * = { J ? L -
Например, при

Ф )  =  а2 ехр (—т2 / т02) , (5)
где а2 =  (С2), то — характерный масштаб неровностей, имеем Oi2 =  
=  12  а2/то2.

Используя это соотношение, формулу (4) можно представить в виде

2

Перейдем к рассмотрению поверхпостных волн, распространяющихся 
вдоль искривленной границы жидкость — твердое тело. Пусть твердый ци­
линдр с радиусом R  находится в жидкости. Обозначим через ср и ф — соот­
ветственно потенциалы продольных и поперечных волн в твердом теле. 
Поверхностные волны будем искать в виде

Ф =  Ае1Р°НрМ(кг),  ср =  BeiPQJp (kir)) ф =  С#ре/р(А*г), (6)

где k i =  о  /  а  и k t =  о  /  ct — соответственно волновые числа продольной 
и поперечной волн в твердом теле, / р — функция Бесселя порядка р. Под­
становка решения в форме (6) в граничные условия при г —  R  даст одно­
родную систему алгебраических уравнений для амплитуд И, В  и С. При­
равнивая определитель этой системы уравнений нулю, мы получим дис­
персионное уравнение для волнового числа поверхностной волны:

"*t ; [ ^ 1- i ( Z ) _ ^ + 1(Z )]{  [ v a  {X )+ /р +2 о о — 2 ( | ^  — i )  j p (X)  ] х

X [/„_2(Y ) + /р+2(У) ] - [7 Р_ 2(X) - /р+2 (X )} [7 Р_ 2(Y ) - /р+2(У) ]} +
+  (2) [/p -i (X) -  / р+1 ( X ) } [7р _ 2  ( У) +  7р+2 (У) ] -

— 2K/ktJp(Y)[Jp-2(X) — 7P+2 (Z)] |  =  0, (7)
где X  =  kiRy Y  =  h tR, Z  =  k R , m =  p i / p ,  p и pi -  соответственно плот­
ности жидкости и твердого тела. При R - +  оо уравнение (7) переходит в 
дисперсионное уравнение поверхностных волн па плоской границе жид­
кость — твердое тело:

{ (2*2 -  ««*)2 -  4iP?e +  } =  0, (8)

где q =  У Л? -  /с,2, s =  ул? -  /с,2, Ь =  у  К2 - к2.
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Как известно [8], уравнение (8) имеет два корня — вещественный и 
комплексный. Эти корни дают волновые числа соответственно для незату­
хающей и затухающей поверхностных волн на плоской границе. Поверх­
ностные волны на искривленной поверхности, переходящие при безгранич­
ном увеличении радиуса кривизны этой поверхности в незатухающую и 
затухающую волны па плоской границе, мы будем называть соответствен­
но первой и второй поверхностной волной. В дальнейшем все величины, 
характеризующие вторую поверхностную волну, мы будем отмечать чер­
той.

При большом радиусе цилиндра решение уравнения (7) можно пред­
ставить в виде

К  ж Л'о +  и +  iaи К  ~  Ко +  к,
где Ко и Ко — соответственно вещественный и комплексный корпи уравне­
ния (8),

X =  ~ r —  {4^6U4 [<?o3/cf4 +  So3( i w  -  qo2W )  ] +

+  / c, 2S o2 V [ 4 < 7 o2 ( A 'o2  -  s0q0) -  k fk f l  -  k ^ q 03s02) X 

X  {4тЬй? [2qoS0(K o2 +  «о2) +  3К 0Ц к ?  +  к ,3) -  2 k ? k ?  -  4t f 04] +

+  /ct4s0(/c(2 - A 2) } - 1, (9)
o.i =  к 1% 2Ь0% К 0-* {4 inb03 [Ко2 (<lo2 +  «о2) +  2s02<7o2 —

— 2q0s0{Ko2 +  so2)] +  k t% ( k 2 —  /сг2)}~1 exp[— 2y(p0,Z)]. (10)
/■s/ —. r

Величипа x вычисляется по формуле (9) при замене в пей Ко на К  о. Эта 
комплексная величипа характеризует влияние кривизны поверхности па 
затухание и скорость распространения второй поверхностной волны. Из 
сравнения сц и 1ш к  видно, что кривизна поверхности по-разному влияет 
на затухание первой и второй поверхностных волн: at ~  exp (—KoR),
Im х  ~  (ХоД)-1. Задача о распространении поверхностных волн на круг­
лом твердом цилиндре в жидкости рассматривалась также в работе [9]. 
Однако в этой работе не найден коэффициент затухания первой поверхно­
стной волны.

Поверхностные волны, распространяющиеся вдоль границы цилиндри­
ческой полости в твердом теле, заполненной жидкостью, ищем в виде

ф  =  A e W J p ( k r ) ,  q> =  B e ^ l f p ( k i r ) ,  =  C e ^ n f  ( k tr ) .

Дисперсионное уравнение для волнового числа поверхностной волны мы 
получим из уравнения (7), заменяя в нем функции Бесселя функциями 
Гапкеля и наоборот. При большом радиусе полости ( \р\  ^>1) решение 
дисперсионного уравнения принимает вид К  «  Ко — х +  ш2, К  ~  Ко — х, 
где

а2 =  до80Ь02Ко-1{тЬо(Ко2 - f  s02) +  &*4?о} {4mfe03(<7o — s0) [AV(?o — $o) +  
+  2qos02] Wsoik2 — kp)}-* exp [—2y(p0t Y)J,  (11)

y(p0, Y) =  po{arc th (s0/ K 0) — (s0/# o )} .

Величипы x и x имеют те же значения, что для цилиндра. Прп /га->- оо 
(граница твердое тело — вакуум) формулы (9), (10) и (И ) переходят в 
соответственные формулы работы [10 ].

Применим полученные результаты для расчета среднего коэффициента 
затухания поверхностной волны, распространяющейся вдоль неровной 
границы жидкость — твердое тело. При расчете мы будем предполагать, 
что кривизна поверхности имеет нормальное распределение.
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Воспользуемся формулой (2), считая, что
при
при

э  <  О, 
£ > 0.

Тогда средний коэффициент затухания для первой поверхностной волны 
выразится так:

где а\ =  ai exp [2'у(ро, Z)] ,  аг =  а2 ехр (2у(р0, У)],

Pi =  2 /  р0у  {ро, Z),  р2 =  2 /  р0у  (ро, Y ) .
Вычисляя интегралы в формуле (12) методом перевала, считая, что 

Ко$п /  01 1 , получим

Для пологой поверхности с функцией корреляции, заданной в фор­
ме (5), формула (13) принимает вид

2

= 2 —- е х р ,
УЗ 1 2L 12 (*оо)2

<«>
3 Г Р„2(*оТо)4 Г ЛГГ

Аналогичным способом можно получить средний коэффициент затуха­
ния для второй поверхностной волны. Расчеты показывают, что в первом 
приближении этот коэффициент равен Im Ко-

Найденные коэффициенты затухания поверхностных волн можно ис­
пользовать при оценке грапиц применимости принципа Кирхгофа для не­
ровной поверхности твердого тела. Как показано в работе [И ], границы 
применимости этого принципа определяются коэффициентом затухания 
поверхностных волн, возникающих на неровной поверхности. Наибольшие 
ограничения дают поверхностные волны, имеющие малое затухание. На­
пример, на границе жидкость — твердое тело такой волной является пер­
вая поверхностная волна. По затуханию именно этой волны следует опре­
делять границы применимости принципа Кирхгофа.
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