
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

T o m XV 1969 В ы и. 2

УДК 534.20

ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ НА ПЕРИОДИЧЕСКИ 
НЕРОВНОЙ ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА СРЕД
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Проведен анализ точного решения плоской задачи дифракции звуко- a 
вых и электромагнитных плоских волн на периодически неровной гра­
нице раздела двух сред для случая достаточно пологой границы. Даны 
приближенные формулы, описывающие качественные особенности реше­
ния. Обнаружено, что в случае малой относительной разности скоростей 
распространения волн рассматриваемых сред скользящие спектры могут 
быть весьма интенсивными.

Б работе [1] дано точное решение плоской задачи дифракции гармони­
ческих звуковых или электромагнитных волн на периодически неровной 
границе раздела двух однородных сред. Ниже проведен анализ этого реше­
ния в случае достаточно пологой границы раздела и плоской падающей 
волны.

Вместо системы уравнений (29.1) и (30.1) * для компонент Фурье рп 
и рп' ноля и нормальной производной поля на границе раздела удобнее 
рассматривать эквивалентную систему, которая получается путем линей­
ной комбинации уравнений (29.1) и (30.1) и выделения диагональных 
элементов:

£ 1 “Ь 2  a,i> s^s* п”| Рп — Уп 2 ап> тУт -ь
л т

“t" 2  £ ап, т 2  &n, s^s, Рт 4“ 2  2  ^n* s^s’ тРт »
т ф п  s  т & фт

р п  =  У п  +  2  т р т  —  2  Ьп, т Р т >

т  т ф п

( 1)

(2)

где
Уп =  2MCn{kz°) /  [М +  I — Маь(—кхп; к)  +  а0(—кхп; А:.)],

Уп =  2Cn (kz0)/[ao'(—k xn, к) +  М а 0' ( — к х п ,  /с*)], 
М&п—т( кхп] к ) ап- т( кхп\ к\)

а п, т  —

а п, т  —

М +  1 — Ма0(—кхп; к) +  а0(—кхп; к{) ’

М  tPп—т ( кхп‘, к)  Рп—т (  кхп\ Aj)]
М  - f  1 — Ма0(—кхп; A)-j-a0(—A*n; к \ ) У

ь _  ап-т (—кхп; А) +  ап-т (— кхп\ к{)

П>Ш~  Ро( кхп; к) -f- Л/р0( —кхп; кл) ’

b * =  Pn-m(—кхп; к) +  М$п-т {— кх*\ kj)
Ро(г~кхп ; к) +  Л/р0(— кхп\ ki)

* Формулы цитируемых работ мы снабжаем дополнительным индексом, соот­
ветствующим номеру работы.
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М — отношение плотности нижней среды к плотности верхней в акусти­
ческом случае или отношение диэлектрических либо магнитных проницае­
мостей соответственно для горизонтальной или вертикальной поляризации 
падающей волпы в электромагнитном случае; остальные обозначения те 
же, что в работе [ 1 ].

Б случае пологой поверхности принимаем

(3)

и в первом приближении с точностью до квадратичных величин £'2, /«*££', 
/ci££' можно считать

«и («, к ) «  £„Г - - - - +  y ^ - ( u  +  n? ) 2 -  П 2 -  «21 ;
I-УЛ2— М2 J

Pn (и, /с) «  if>n/l/k2 — и2.

В этом приближении система уравнений (1) и (2) приобретает вид

f n  ~  Г п -f- 2  i'iri—т&п, mprrii
т

Рп ~  — iktz» (T n/M )  +  2  ъп-т(кппк. ,т  +  кгпЦ„, т)рт,

( 4 )

( 5 )

т

где /сг" =  У Л* -  (Л,")2, =  У/Ci2 -  (А*")2, /Сх” =  кх° +  ш,-

Re, Im  kzn ^  0, Re, Im  ки п ^  О,

Гп =  2Сп (кг«)Мкгп /  (А1ж« +  Л В Д , а„. =  Ж „, m -  цп,

Аж» (/с2т  -  Аж") +  (гп -  ») дкхп
А п ,  т  —   ----------------------- :---------- ;— г г ; ------- К---------------------- =

к,гп +  М к / ‘

_ ( n — m ) 2qzk z
=  ~  [Аж« (А*» +  А/") +  (п -  т ) ?**»][А1ж« +  Mkzn] ’

т?

Цп, т  —
&iz" (кит — /с1гп) +  (/га — п) дкхп

k izn +  Mkzn 

(п  — m )z q2kiz
[kun (kizn +  k izm) +  ( п -  т )дкхп] [kizn +  Mkz"]

При замене системы (1) системой (4) мы пренебрегли в левой части (1)

Мслагаемым, не превышающим величину порядка д/ _ 1_  j  К* +  * i)K T 2Pm

а в правой частя — величинами порядка (к +  &,)?£' [£n-man, т +
+  y ( /c -f  fcOK'Jpm. (Как правило, эти погрешности еще меньше и состав­
ляют соответственно величины порядка £'3рпМ  /  (Af -f- 1), £/3pw, £'2Л //  
/  (Л/ +  1).)

Система (4) не зависит от р /  и имеет такую же структуру, как и со­
ответственная система для величин р„, получающаяся в теории дифрак­
ции волн на импеданцной поверхности [2]. Следовательно, для нахожде­
ния рп можно прямо воспользоваться полученными в работе [2 ] результа­
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тами, заменив свободный член на Гп и коэффициенты системы на 
iS n - m d n .w -  П р и  ЭТОМ МЫ НОЛуЧИМ

P s  «  I s “h  ~  7“ “ 2  \  s—n  2  m & s ,  s—m & s—m , s—n  1 1 s—n i
A (-***) „ L „  J 

где A — определитель системы (4), приближенно равный

А  (— к x s )  =  А  ( A*0) ~  1 “Ь  2 v 2  m -vO m -v, wi*

(6)

(7)
V>l m

В выражениях (6) и (7) мы пренебрегли слагаемыми, состоящими из 
произведений трех и большего числа иедиагональных коэффициентов си­
стемы (4). Такое пренебрежение оправдано тем, что при выполнении усло­
вии (3) недиагональные коэффициенты системы (4) малы по абсолютной 
величине сравнительно с единицей и указанные произведения вносят ма­
лый вклад в величины ps и А.

Из выражений для ап,т и формулы (7) видно, что всюду, кроме, воз­
можно, малом сравнительно с q окрестности точек кх8 =  v<l ±  к  при целых 
v, |А — 11 1. Точнее, последнее неравенство справедливо, если ev<§ 1.
при всех целых v, где ev =  ktfc'(M — 1)2*У</А/ {(М  +  1) |Alzv +
При больших М  либо при малых [ (/cj — к) / к] в окрестности точек 
кх* =  ± к ,  когда 8 * ^ 1 , А существенно отличается от единицы. Тогда, 
удерживая в формуле (7) лишь главные члены с т =  s> s +  v, получим 
при кхя ^  ± к

А ( кхУ) ~  1 ~Ь 2  8—mO.s—m, $• (8 )
т

Вообш.о говоря, формулы (6 ) — (8 ) неприменимы, если сразу две строки 
матрицы коэффициентов системы (4) содержат большие по абсолютной 
величине недиагональные элементы, что может быть в случае, когда пери­
од поверхности близок к целому числу N  полуволн, а именно, если величи­
на ev не мала сравнительно с единицей одновременно для двух целых v 
(различающихся на N).  Тогда при вычислении А  следует учитывать также 
и нее существенные произведения, содержащие коэффициенты а с первым 
индексом, равным s Т  /V, если кх* ~  ±А. Такого рода редкие случаи мы 
рассматривать не будем.

Из формулы (6) видно, что |р«| может достигать больших сравнитель­
но с единицей значений, если kxs попадает в малую окрестность точек d:к  
при больших Л/, либо малых | (Ац — А )/А |, а именно \ps \ 1 при 
|ts«s, о| ^>1. Последнему неравенству равносильно условие ф*§> 1, где

Ф* =  \ 2 & М ( М  -  1) к  * к  /  [ ( к и °  +  M k t ° )  ( A t /  +  № ) ]  I,

£ /  — компонента номера s разложения Фурье функции £'(#). При q>s^ l  
и с., ^  1 абсолютные значения коэффициентов p>s, а следовательно, и ампли­
туд дифрагированных спектров, являются величинами того же порядка, 
что и <р*. Если же <р*^>1 и е5<  ̂1, то с малой относительной ошибкой име­
ем I Ps I ~  \A S \ ~  | А[у) | «  фs, где А 6 и A «(1)— амплитуды соответственно 
отраженных и преломленных спектров. Отсюда легко найти условия, при 
которых |ps| и амплитуды скользящих спектров могут быть большими 
сравнительно с амплитудой падающей волны. Поскольку фя ̂  
^ \ 2 % 8'М(М  — 1)А /  \ {М +  l)TAi2 — А2] |, то это явление * может наблю-

* Независимо и одновременно это явление, состоящее в образовании интенсив­
ных скользящих спектров при дифракции плоской волны на периодически неров­
ной границе раздела двух сред, было теоретически обнаружено и исследовано 
Ю. П. Лысановым для случая нормального падения плоской волны па синусоидаль­
ную границу раздела при малой сравнительно с длиной волны амплитуде неров­
ностей. Использованный им метод расчета ноля представляет уточненную модифи­
кацию метода малых возмущений.
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даться только в случае малой относительной разницы Ас /  с скоростей рас­
пространения волн в рассматриваемых средах, либо больших значениях М,
а именно, при условии | £/Л/ (М — 1) / (М +  1) | ^  у  Ас /  с. С другой сторо­
ны, если последнее условие выполнено, то этот эффект проявляется лишь 
для малого диапазона углов скольжения спектра, когда \kzs/ k \  
*С|2t J M (M  -  1) /  (М +  1)*|. При

|£ 'Л /(Л /- 1 ) / ( Л / + 1 ) |< у Д с / с (9 )

эффект отсутствует вовсе.
Наиболее интенсивными скользящие спектры получаются, когда скоро­

сти распространения волн в обеих средах одинаковы. В этом случае

cin.m =  [ (М  — 1 ) /  (М +  1 ) ] I (т — п) дкхп +  кгп (kzm — k zn) | / kz11,

Гп =  2Сп (кг° )М / (М +  1).

Заметим, что коэффициенты и свободные члены системы (4) при ki =  
=  к  отличаются от соответствующих предельных значений при М оо 
только множителями (М — 1) /  (М -1- 1) и М / (М 1). Таким образом, 
искомые коэффициенты рп можно найти, заменив в формулах для предель­
ных значений этих коэффициентов, полученных в [2], на Z,m(M — 1) / 
/ (Л /+  1) и 2Cm (kz°) на Ггп. При /ci =  А: и малых ]/c2*s/ А:| вместо форму­
лы (б) удобнее пользоваться выражением

2М ( „  rv , М - 1

р < в ¥ + П Св(**) + 1 Г м
М - 1  1

+  Т Т
.АГ— 1  q
М  +  1 /г/

X

х 2
( S ~ « ) 2̂ s_n/ nft2

?г 4- *гп) 4- (S — и) qk; :]}■ (10)

где

/« =  nCn {kz*)qkx» / ( k * k S ) 4- г2  -m(kz™ - k S ) C m( W ) .
т

Оно получено тождественным преобразованием правой части формулы (6) 
на основе тождества [3]:

п С п ( х ) =  —  т£тСп-*п(к). (И)
m

При А** =  ± /с  А:** =  0 и выражение для ря в случае к\ =  к  сводится 
к виду:

А | k t s=±Ji
2М Г s Уqk 1
Т - 1±  (М - 1 ) fe2o C*<A* ) ~ Щ ~ Г ^  ^s~n(Аг0) х' ПФ 0

X 2  mQк£>т?эП—т(
/  m - \ - n zF m/iv __ -\ 1

тфп у ± 2  w — т 2у
—' -+- У=Ь2лг — , ( 12)

где

у =  ?/Л, 5 = 2  t(2m -  т ^ ) - 1/. — г(2m +  ^ 2у ) - ,/ф

При fevs =  ± /с 4- vq, где v — целое, л> Ф  0, находим из формулы (10 )

Р‘  ~  2 - ^ т { С*(Л*°)4- -  v ) Cs- v (kz°) (13)
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13 случае £(я) =  a cos qx мы имеем Сп Ы) =  i n/ n (x«) и формулы (12) г
(13) упрощаются: при кх3 =  ± к

Рз ~  2 М г 1 У 4 - у
1 ~ у ^ и ______
_  i VO _  Л Д  < м  —

4s

У2 +  У — i Y2 — у  *• (М — 1)/с2° У (//с а2 

-\----------- Г( ~  -F 2 У ±1 — у) Js-2 (kz°a) +
М +  1 L \y ± 2 - Y

+  (  ±  2 y=Fl — v )  J W * (W  1 } .
' У+ 2  — у  '  JJ

- Л ( В Д  +

(14)

и при k xs =  ± /с  +  у<1

2 М
'— Sp5||v |=i «  i“

М +
1( 1 ±  f r B S f f l }  ,

1 v L к2°а ' |;2  -н vy' *1

ps| м >2  ~  гr-S
2Af

ЛГ+ 1 J.(M *).

Величины рп' мы получим, подставляя найденные значения рт в форму­
лу (5). При kt =  к она имеет вид

Рп М + -  {-<Л*пС„(А1° ) +  S  £п-т[(1Я-И )e**“ +  ft.n( V * -* * - ) ? » .} .
т

Сопоставляя последнее выражение с формулой (4), находим при /с4 =  к

ip,/ ъ  2kz”[pn - C n (kz» ) ] /  ( М - 1 ). (15)

Выражения для амплитуд отраженных и преломленных спектров Ai 
и А( у получены в работе 11]:

Al ~  т 2 { Р1~п [1 + * (fiyi] ~ i  р‘~п } С п№■ (16)

M 1 + " w ] + & 4 c - < - w >* <17>п 4 '

При малых /с //  к  и к \ /  /  к  эти формулы неудобны для расчета, а в слу­
чае скользящего спектра и вовсе неприменимы. Удобные для расчета фор­
мулы также даны в работе [1]. В рассматриваемом случае пологой поверх­
ности, в пренебрежении членами порядка (kz%)2 в разложении для
Сп (к/)

Си («) =  а„ -  — 1х*(£2)п + . .  + . . .  [3]
эти формулы примут вид

1
Ai ~  Pi Ci(kz°) 2  i£>nkz +  kxl 2  MQZimJon—m j  pl-n H" Snpb-nj*,

пФО тфп
(18)

A™ ^  P i +  ~  { [ iK,nk\zn — kxl 2  mqlrMn-m^Pi-n — M l n p i - (19)
пФО тфп
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8  частности, подставляя в формулу (18) выражения (13) и (15), получим 
при ку =  к и kzl =  О

A , as pi —  C'i(kzu) —  2  { * ^ + 7 ^ * *  nC i-n {kzQ)A - -~ -  2  ™ 5 U £ n -m ft-n ).
п Ф  О m̂ =n

Л ,(Ч  «  A, +  С,(кг°) +  - ~ !  Г  l  2  %nkz "Ci-n (kz°) .
Ж +

( 20)

(21)
п Ф  0

В случае £(я) =  a cos qx эти формулы принимают вид

AT — 1 а
А ,  a s  f t  — +  -м  -  1 • |-{Л £и  h + i ( k * ° a ) —  к }  1 / ц ( / с , ° а ) ] |  —

М +
М  л2

Af +
-  ~  [J1 -2  ( & 2° а )  +  Ji+2 ( fc/ а )  ] ) , (22)

где pi при кх1 =  ± к  выражается формулой (14) с заменой s на /,

А (1) A t +  i - ' |  J, ( / £ »  +  Ж _ 1  ̂ ( ^ +1/ ,+1 (к «а) -  к1~ Ч ^  (*,<>«)]}■. (23)

При /с2°£^>1, сохраняя в разложении по степеням кг° функций Ст(к2°) у 
содержащихся в формулах (13), (20) и (21), лишь наиболее существенные 
первые члены и пренебрегая слагаемыми порядка k t£ ,  получим при
кх1 =  ± к ,  1 ф 0

Аь
^ § { = f  i r h (  & + 4 iq k  1 ± 2 1  ~  12у ' 2  и ь - т )  -

т Ф О ,  I

1

м  н-
чл , „ «. /  т -j-1 =F Imy ,------ ------- . 2i

7  2  т К т Ь -rn (  ~7 ~7 —------* =F у ± 2 1 -  Ру ) [ +  — ;------№  (24)
1 тф1 ' У ± 2 т - т гу  П  Д/ + 1

А ?  я  At +  2i kz%.
М + 1

(25)

Аналогично, в случае синусоидальной границы раздела, при малых 
кг*а из формулы (14), (22) и (23) находим

A t ж М

аУдк

У i — (— )2(У2 —Y —*V2 +  y) -f— ^— Г — 5= .—
Г V 2 '  \  М - lL a-fqk

(2  — у) ]  —
a ^ q k

2(Л/+1)
( - | - Y- y i _ Yy2 - Y)}-f-

( i ) M — 1

при кх1 =  /с, (26)

- a i q k i 2 - y при кх1 = (27)

л л <*) ^Л2 ^  Л2 «  —
Af Ч- j (  2 +  Т +  2 i ] / l  -  ( 4 - У ) х

X ( W - у П - у  . з
f a — 1

+  У )  при Йха =
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Из формул (12) — (27) видно, что амплитуды интенсивных скользящих 
спектров в случае одинаковых скоростей распространения jbcwth в  обеих 
средах достигают величины порядка \М /  (М — 1 ) ] £ / /  (£,%]'q к).  Эти амп­
литуды в М /  (М — 1) раз больше соответственных амплитуд для случая 
жесткой поверхности. Чем меньше относительная разница в плотностях 
сред при отсутствии поглощения, тем более интенсивными становятся 
скользящие спектры. Это и попятно, поскольку по мере уменьшения 
\ М — 1 | неровности становятся все более прозрачными для волн, первич­
но рассеянных в скользящем направлении и в амплитуду ноля в каждой 
точке наблюдения вносит существенный вклад все большее число ячеек 
неровной поверхности.

При к \  =  к  уменьшение \ М  — 1 | сказывается на амплитуде интенсив­
ного спектра так же, как уменьшение амплитуды неровностей в случае 
дифракции на жесткой поверхности [2]. Именно, амплитуда интенсивного 
спектра при дифракции плоской волны на границе раздела Z =  £(.г) рав­
на умноженной на М  / (М +  1) амплитуде спектра того же номера в слу­
чае дифракции на жесткой поверхности z =  [(Л/ — 1 ) / (Af +  1 )]£(#)• 
Как и в случае жесткой поверхности, наиболее интенсивным оказывается 
спектр, для которого |£ /| наибольшее, а среди всех поверхностей раздела 
заданной крутизны наклона самый интенсивный спектр возникает в слу­
чае синусоидальной поверхности. При выполнении условия (9) 
|А — 1|<^ 1, <  1 и в правых частях формул (6), (5) можно,
сохраняя лишь наиболее существенные члены, положить

Mkz11 Mkz°
р п да 2 Сп (к*) ^  +  М к „ +  *£» (MX о \1 П. о) 2Co(kz°) +  MkJt , 

Рп' да -  2Юп (кг°) + ; £п (ки ”Хп. „ +  к - р п, 0) 2С0 (kz°) X
V Kiz" Мку

X
Мк,°

kiz0 +  M kz0'

(28)

а амплитуды спектров мы получим подстановкой этих выражений в фор­
мулы (16) — (19). При малых kz%, пренебрегая в разложении функций 
Сп (кга) членами порядка (kz°t)2, получим из формулы (28)

Рп «  2Mkz0/  (kiz0 -!- Mkz°), Ро ~  — ikizup„/M,
k zn МХп, о — Цп, о

Р п  ~  —i2Mkz% z Г — —
L Kiz'1

Рп »  — 2/сДпГ ~
L Kiz?

+  Mkzn k iz° +  Мк
г, О 1

Л ’
(29)

k znkizn
izn +  Mkzn

— М
к\гпХПг о ~1“ кгпЦп, о

k lz° +  Mkz° ]■
что совпадает с соответственными результатами метода малых возмуще­
ний. Подставляя эти значения в формулы (16), (17) и пренебрегая слагае­
мыми, пропорциональными £2, мы получим выражения для амплитуд 
спектров, также совпадающие с результатами метода возмущений:

Л  да (Mkz0 -  *u°) /  (Mkz° +  k iz°), A f =  2Mkz°/  (Mkz° +  k u°) ,

A > ~  y { p‘ ~  ~Tj Pi'  ~  Po
( k ° ) 2- k x4g

k,‘ — Ф»'] } . (30)

(1) 1 /  I . M  Г (kiz0)2- k xlq /П
------- k j ------ +lMpo  J}-

Формулы (30) применимы, если одновременно выполнены условия (9) и 
<**° ~Ь 1, (k iz0 +  ku l)£><̂  1. Если же пользоваться формулами (29)
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только для вычисления значении рп и рп , а амплитуды спектров вычис­
лять по формулам (16), (17) без дальнейших упрощений, то два последних 
неравенства можно заменить более слабым условием k z%<^ 1 .

При д<Щ (к +  к\) в правых частях формул (28) можно удерживать 
лишь первые слагаемые, как наиболее существенные:

Рп ~  2Cn(kz°)
М к «

k izn+ M k zn ’
Рп ~  —2iCn(kz°)

kznk 12
n

k {zn - f  Mkzn

вычисляя амплитуды нескользящих спектров по формулам (16), (17) г 
а амплитуды скользящих, соответствующих наименьшим значениям k zl а 
к\г1 — по формулам (18) и (19). Эти же результаты пригодны и в случае, 
если условие (9) не выполнено, но \ [ £ , ' (q /  k z0)] (М — 1)к /  (k izm +  
+  M kzm) | 1 при всех m.
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