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КОЭФФИЦИЕНТ ФОРМЫ ОБРАЗЦА 

ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ ДИНАМИЧЕСКОГО МОДУЛЯ СДВИГА

Г . С. V ocuh

Решается задача вычисления модуля сдвига при испытании ци­
линдрических и квадратных призматических образцов, с учетом нерав­
номерного распределения касательных напряжений и влияния нормаль­
ных напряжений. Показано, что при длине образца, в два раза меньшей 
его поперечных размеров, влиянием нормальных напряжений можно 
пренебречь. При атом можно использовать формулы сопротивления ма­
териалов, увеличив получаемый с их помощью результат на 17:5% для 
цилиндрического и на 20% для призматического образцов. Приводится 
формула для вычисления коэффициента Пуассона.

При определении динамических и статических модулей сдвига обыч­
но считают, что касательные напряжения раиномерпо распределены ло се­
чению [1], т. е. что образец подвергается чистому сдвигу. Фактически же 
касательные напряжения к краям образца уменьшаются. Кроме того, при 
сдвиговых деформациях образец изгибается и кроме касательных в нем 
возникают также и нормальные напряжения. С увеличением длины образ­
ца вклад нормальных напряжений может превзойти вклад касательных на­
пряжений. Есть лишь одна работа [2], в которой рассматривается потен­

циальная энергия призхматического образ­
ца с учетом неравномерного распределе­
ния касательных напряжений, однако фор­
мул для вычисления динамических моду­
лей сдвига в этой работе не приводится. 
Ниже дан вывод формул для вычисления 
динамических (а также статических) 
модулей сдвига но результатам измерения 
сдвиговой жесткости.

При измерениях динамических моду­
лей сдвига обычно испытывают одновре­
менно два образца, как это изображено на 

фиг. 1. Очевидно, что деформация двух образцов длиною I по схеме, приве­
денной на фиг. 1, идентична изгибной деформации жестко защемленного 
бруса длины 2/, имеющего то же поперечное сечение, что и испытуемые 
образцы, под действием силы, приложенной в середине бруса (фиг. 2, а).

Как и в работе [3j, будем считать, что измерение производится на ча­
стотах /  ^  сп/  10/ (сп — скорость поперечных волн в образце), когда мож­
но пренебречь волновыми свойствами образца. 13 этом случае решение за­
дачи можно проводить для статического режима, пренебрегая силами 
инерции в образце. В дальнейшем решении мы будем рассматривать толь­
ко левую половину бруса, учитывая, что в силу симметрии сказанное для 
левой половины верно и для правой половины.

Известно 14] решение Сен-Венаиа задачи об изгибе консольно закреп­
ленного призматического бруса. 11а первых этапах наших выводов восполь­
зуемся методом Сеп-Вепана в интерпретации Тимошенко [5]. Следуя Сен- 
Венану, примем, что нормальные напряжения по сечешпо пропорциональ­
ны изгибающему моменту и распределяются таким же образом, как при
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чистом изгибе. Так как изгибающий момент от силы Р для левой полови­
ны защемленного бруса равен [6J

то напряжение будет
( 1 -  2z), (1)

— 2 z)x
4 /

(2)

где /  — момент инерции поперечного сечения бруса. Далее будем считать, 
что существуют лишь касательные напряжения ххг и ху2, а остальные со­
ставляющие напряжений охау и хху равны нулю.

При таких предположениях дифференциальные уравнения равновесия, 
условия на поверхности и уравнения непрерывности [5] принимают вид

д%хг 'h yz Рх  
дх 1 ду 2 У ’ (4)

tTxz +  тхщ =  0,
*

(5)

V 4 ,  о, +
где (фиг. 2, б)

dy
1 =  cos (N, х) =  —  , т  —  cos (N, у) —  —

(Is
dx
ds

(6)

(7)
и ц — коэффициент Пуассона.

Уравнениям равновесия (3) и (4 ) удовлетворяют напряжения
д(р Рх2

V -  ву  4J + m '
(8)

дц
Тиг =  _ ^ ’ (9)

где ф  =  ф ( х ,  у) — функция напряжения, Цу)  — произвольная функция.
Внеся выражение (8) и (9) в уравнения совместности (6) и интегри­

руя, получаем
д^р дчр _  ц Ру df
дх* ^  ду* 1 +  ц 2J  d y '  '

В уравнении (10) опущена произвольная постоянная, так как можно 
показать [7], что при сечении образца, симметричном относительно плос­
кости xoz, ее следует положить равной нулю.

Внося формулы (8) и (9) в условие на контуре (5), с учетом выраже­
ний (7), находим

dq> d<p dy дф dx
ds ду ds дх ds

dy_
ds

(11)

В дальнейшем мы будем выбирать функцию f{y)  такой, чтобы произ­
водная /  ds на контуре обращалась в нуль. Следовательно, функция на­
пряжений на контуре сечения должна иметь постояппое значение. Будем 
считать, что функция напряжений на контуре равна нулю. Уравнение (10) 
вместе с условием (И ) определяет функцию напряжений ф(х, у).

Рассмотрим деформацию образца круглого сечения радиусом Я, контур 
которого задается уравнением x2- f y 2 =  /?2. Правая часть условия (11) 
обращается в нуль, если принять

НУ) =  - ^ ( № - У 2)- (12)
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Внося выражение (12) в формулу (10), получаем уравнение Пуассона:
_*Ф * ф _ 1 +  2 » РУ .
дх2 ^  ду2 1 +  ц 2J 1 '

относительно функции напряжений ср, равной нулю на контуре. Этому
f уравнению удовлетворяет решение

1 +  2ц Р
г Ф =  —  V1 , ' —  (*2 +  У2 -  Я2) у.

■16(i +  |i) J
(14)

Подставляя выражения (14) и (12) в формулы
(8) и (9), находим напряжения %хг и хуг.

Дальнейшее решение проведем вариационным 
методом, используя теорему Кастилиано [8], сог­
ласно которой производная потенциальной энер­
гии деформации упругого тела (фиг. 2), т. е. обоих

Фиг. 2 . .

испытуемых образцов по силе Р дает перемещение точки приложения этой 
силы по линии ее действия.

Зная напряжения а2, хХ1 и ту2, найдем потенциальную энергию дефор­
мации обоих образцов, дифференцируя которую но силе Р  и учитывая, что 
момент инерции J =  лй4 /  4 и площадь образца F =  лй2, находим форму­
лу для перемещения иод действием силы Р

Р1 Г А  . 1 I2
1 = FG L 2 +  12(l  +  |i) Д2]• (15)

где

А  =
(3 +  2|*)2 Г 5 5 1 — 2[* 1 (1 — 2д)2

L 8 + ■] +
(1 + 2 ц ) 2

(16)
4(1 +  ц)2 L 8 12 3 + 2 ц '  8 (3 +  2ц)2 J ' 24(1 +  ц)2

и G -  модуль сдвига.
Расчеты показывают, что величина А  изменяется в пределах от 1,167 

до 1,184 при изменении коэффициента Пуассона от 0 до 0,5. Средняя ве­
личина А  =  1,175 отличается от крайних значений не более чем на 5%.

В выражении (15) первый член представляет собой вклад в перемеще­
ние касательных напряжений, последний член — вклад пормальных на­
пряжений.

Рассмотрим теперь деформацию квадратного призматического образца 
со стороны основания а (фиг. 3). Уравнение линии контура квадратного 
сечения образца имеет вид

Если мы примем

•оII

V
|**1 (17)

. Ра2 
/ ( y ) = i6V

(18)
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то на контуре х  =  ± а / 2  правая часть уравнения (11) становится равной 
нулю. При у  =  ± а  /  2 (по вертикальным сторонам) производная dq> I ds =  
=  0. Таким образом, правая часть уравнения (11) на контуре становится 
равной нулю, и мы можем принять <р =  0 на контуре сечения. Внося фор­
мулу (18) в выражение (10), получаем уравнение Пуассона:

д'Ъ , dZV _  V РУ , 19ч
дх* ду* 1 +  ц 27 ‘ V

Обычно решение подобного уравнения получают с помощью рядов 
Фурье [5]. Попробуем найти замкнутое решение уравнения (19), исполь­
зуя вариационный метод Л. В. Канторовича.

Известно [9], что решению уравнения типа (19) эквивалентна задача 
о разыскании минимума интеграла

а/2 а/2
^ Ру

i  +  H
у—фJ dxdy. (20)

Задавая функцию, минимизирующую интеграл (20), в виде

ф =  ( 4 - - у2)  ж * ) . ( 21)

автоматически удовлетворяющем условиям на контуре у =  ± а  /  2, мы све­
дем проблему минимизации двухкратного интеграла к задаче разыскания 
функции -ф ( х ) , минимизирующей одномерный интеграл. Составляя соответ­
ственное уравнение Эйлера для одномерного интеграла, получаем обыкно­
венное дифференциальное уравнение, интегрирование которого при гра­
ничных условиях ^  =  0 при х  =  ± а  /  2 дает

Ф(*)
1 lx Р  ГсЬ(У42а;/2) 1

12 1 +  fi /  U h (y S « /2 ) J
(22)

Теперь по формуле (8) и (9), используя выражения (21) и (22), мож­
но найти касательные напряжения х х г  и х у г . Как и выше, воспользуемся 
далее методом Кастилияно. Определяя потенциальную энергию деформа­
ции и дифференцируя ее по силе Р, с учетом того, что момент инерции 
/  =  а 4  / 1 2  и площадь образца F =  а2, находим формулу для перемещения 
иод действием силы Р :

1==Тс[0,6 + 0,0696
а4

+ Ц .
а2 J (23)

(1 +  ц)2 1 4 ( 1 +  ц)

В этом выражении первый член представляет собой вклад касательных 
напряжений, а последний член — вклад нормальных напряжений.

Полагая, что при 4 =  1, Р =  к — суммарной жесткости двух образцов, 
из формул (15) и (23) находим

g=[‘-1 7 5 +W+̂ (4 -)s]i? <24)
при испытании двух цилиндрических образцов, диаметром d и

1 / I \21 Ш
G =  [  1.2 + (4)4 (25)

2 ( 1 +  ц ) \  а /  J 2F V
при испытании двух квадратных призматических образцов со сторопой 
основания а. Выражение в квадратных скобках есть коэффициент формы 
образца при измерениях динамического (и статического) модуля сдвига.

В выражениях (24) и (25) первый член в скобке представляет собой 
ту часть жесткости, которая возникает вследствие наличия касательных 
напряжений, а второй член — вследствие наличия нормальных напряже-

287



ний. Как видно, при большой длине образца второй член может превали­
ровать над первым. При

4 -  и —  <  0,5 (26)
а а

с точностью в 10% влиянием второго члена можно пренебречь. Первый 
член в скобках больше единицы. Это обуславливается тем, что касатель­
ные напряжения не распределены по сечению образца равномерно.

Д л и н а  о п р я з -  

д а ,  сл1

Д и н а м и ч е с к а я  

ж е с т к о с т ь  д в у х  

о б р а з ц о в  х И > - «  

Ьип; см

К о а ф ф и ц и е и г  

ф о р м ы  о б р а з ­

ц а

М о д у л ь  с д в и ­

г а .  х м - в , 

дип/см

0 , 3 8 5 1 9 9 , 4 1 , 2 4 6 6 1 , 0

0 , 7 7 8 7 , 9 1 , 4 4 4 6 2 , 2

1 , 5 4 2 7 , 4 2 , 2 4 6 0 , 0

2 , 3 1 1 1 , 3 3 , 5 5 5 9 , 0

В таблице приведен пример измерения динамического модуля сдвига 
образцов из резины диаметром 1 см и различной длины. Динамическая 
жесткость определялась по известной методике [10].

Из таблицы видно, что для любых длин образца получается один и тот 
же (в пределах точности измерений) модуль сдвига. Для образцов, длина 
которых больше диаметра, как мы видим, влияние изгиба становится су­
щественным. В случае испытания не двух образцов, а одного в формулах
(24) и (25) следует величину к / 2 заменить па к.

В заключение отметим, что формулы (24) и (25) позволяют опреде­
лять коэффициент Пуассона более простым способом, нежели это было 
онисано ранее [3]. Для этого необходимо произвести два эксперимента по 
определению жесткости сдвига ki для короткого образца (l\ ^  0,4d или 
0,4а) и А;2 для длинного образца (Z2 ^  2,5d или 2,5а). Поскольку в том и 
другом случае модуль сдвига один и тот же, то, используя формулы для 
вычисления модуля сдвига, получаем следующие выражения для опреде­
ления коэффициента Пуассона:

0,567 (h /d V
\i =

1 {к±1%/
— 1 (27)

для цилиндрического образца и

M- =
0,417 ( h / а)

- 1 (28)
I — (kih /kzk)  

для квадратного призматического образца.
ЛИТЕРАТУРА

1. Дж. Ф е р р и .  Вязкоупругие свойства полимеров. М., ИЛ, 19(53.
2. W. Т. H e a d  М у г г а у, N. J. H i l l .  Effect of stress-free edges in plane shear of 

a flat body. J. Appl. Mech., 1950, 12, 349—352.
3. Г. G. P о с и  и. О коэффициенте формы образца при измерениях динамического 

модуля упругости. Акуст. ж., 1968, 14, 1, 95—100.
4. S a i n t - V e n a  п t. J. mathem., Liouville, 1856, 1, Ser. 2, 89—189.
5. С. П. T и м о ш e н к о. Теория упругости. М., ОП'ГИ, 1937.
6. С. П. Т и м о п г о  пко.  Сопротивление материалов, т. 1. М., 1965.
7. М. М. Ф и л о н е н к о - Б о р о д и ч .  Теория упругости. М., Физматгиз, 1959.
8. Л. С. Л е й б е п з о н. Вариационные методы решения задач теории упругости. 

Собр. тр. т. 1. М.—Л., Изд-во АН СССР, 4951.
9. Л. В. К а н т о р о в и ч ,  В. И. К р ы л о в .  Приближенные методы высшего анализа.

М., Физматгиз, 1962.
10. В. В. М о к ш а л ц о в, Г. С. Р о с и н. Измерение динамических характеристик зву- 

ко- и вибропзоляцпонных материалов при поперечпых колебапиях. Сб. «Борьба 
с шумами и вибрациями». М., Стройиздат, 1966, 404—407.
Уральский п.-и. и проектный институт Поступила в редакцию

строительных материалов 20 июня 1968 г.
Челябинск


