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СЛУЧАЙНЫЕ АКУСТИЧЕСКИЕ НОЛЯ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ

В . Л .  К узнецов

Теоретически рассматриваются корреляционная функция и энергети­
ческий спектр случайного поля скоростей, образованного источником ста­
ционарного шума в нелинейпой идеальной среде.

В работе [1] рассматривалось случайное поле скоростей, образованное 
плоским источником шума в слабонелинейной среде для случая малых чи­
сел Рейнольдса. При больших значениях числа Рейнольдса (R^>  1) в при­
ближенном уравнении, описывающем распространение конечных возмуще­
ний [2], можно исключить диссипативный член и ограничиться следую­
щим уравнением:

да да
----- <*•»• —  =  0, (1)дх ду

где и (х, у) — скорость жидкости в точке х , момент времени t\ у  =  t — х /  
I с0; а =  (у +  1) / 2со2; у  =  Ср /  Cv.

Уравнению (1) удовлетворяет неявная функция вида

м(.г, у) = / [ у  +  а-х-и(х ,  ?/)], (2)
где и ( 0, у) =  f ( y )  — произвольная функция.

Аналогичное приближенное уравнение получено в работе [3] для сфе­
рического и цилиндрического симметричных полей

да а да
—  Н---------СШ—  =  о,dr vr  ду (3)

где v =  1 для сферического поля и v =  2 для цилиндрического; у =  I — г/  
: с0; г — радиальная координата.

Уравнение (3) имеет решение для сферического ноля

и>с (г, у) =  f [ y  +  аг0 In г / r0wc (г, у) ]
и

ы>ц(г, у) =  1[у -т-2аг0(Уг/г0 — 1)н;ц(г, y)J

(4)

(5)

ДЛЯ цилиндрического, где W c {r ,  у )  =  г / г 0и ( г ,  у ) ,  Ы7ц (г ,  у )  =  У г / г 0 - н ( г ,  у ) .
Ниже будет использована следующая общая форма решений (2), (4) 

и (5):
v У) =  /[У +  Ф (*) ь (х, у) 1. (6)

Очевидно, результаты, полученные для решения (6), будут справедли­
вы для любого типа поля при соответственном выборе функций <р(х)
и »(х,у).

Пусть скорость жидкости ?;(0, у)  при х  =  0  определяется стационарной 
случайной функцией f ( t ) .  Ее статистические характеристики считаются 
известными. Момент первого порядка ( / ( / ) )  =  0.
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Выведем выражение для корреляционной функции В( х , т) =  (v(x> у) • 
v (х, у- \ -х)>  случайного ноля скоростей и(х, у ). Напишем выражение (6) 
в виде интеграла Фурье:

1 °°
v{x ,y)  =  —  $ 5(co)exp{ico[(/ +  cp(a:) -v(x,y)]} da,  (7)

*
— ОС

гДе S(<o) =  j ](1)е~ш  dt. Согласно условию стационарности функции
—со

<»(*,»)> =  <5 (0)> =  </(0  > =  0. (8)
Учитывая некоррелированность приращений S((o)-d(o в спектральном 

разложении стационарной случайной функции f ( t )  [4] и принимая во вни­
мание формулу (8), получим

1 00
В(х,  т) =  —  \ £ (0 , со) -/'’(оср, — (оср, т)е1(0Т <2со, (9)

м! —оо

где й(0, со) =  <S (со) |2>, / ’(соф, — сосрпг) =  (ехр[шсру(а;, у +  х) +
- f  ш<ри(х, г/)]) — двумерная характеристическая [функция поля ь (х, у). 
Из выражения (9) видно, что при х =  0 интенсивность процесса v(x,  у).

Е (0 ' ° )d(° (10)
— ОО

равна дисперсии о2 функции f (t)  и сохраняется постоянной независимо от 
расстояния х. Это же непосредственно следует из уравнения (1). При х  =  
=  0, как и следовало ожидать, получаем выражение для корреляционной 
функции источника f ( t ) .

Так как двумерная характеристическая функция F((a<p\ — ЮфпЭ неиз­
вестна, то для нахождения приближенного выражения для В (х , т) можно 
использовать итерационный метод

1 с
В(х,  т) =  —  \ Е (0, <&)F(tixpi — cocpiT) e2(DT rfco, (И )

2я J
— оо

где
(̂o>cpi — cocpix) =  <ехр [— (г/ + т )  +  Uoyf(y)]>.

Другая возможность получения приближенного соотношения основана 
на предположении о малом изменении плотности вероятности поля v(x , у) 
на некотором интервале расстоянии х. Тогда, например, при источнике нор­
мального стационарного шума /( /)  для ограниченных расстояний х  по­
лучим

В(Ху т) =  —  $Я(0, со)ехр{— « 2ф2[а2 — В(ХуХ)] +  гсот} do, (12)
Zrt

— ОО

пли иначе
оо

В(х,  х)
2срУя [сг2 В(х,  т)]_0)

J В  (0, и) ехр |  —
{и-ху

4ф 2W ~ B { x , x ) ]
- )  du.

(13)
Обращение интеграла (12) дает следующее выражение для энергетиче­

ского спектра Е (х , со):
00

Е  {х, и) =  —  (  Е  (0, и') Ф (со, со') da', 
2л ^

(14)
—со
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где
со

Ф (й),со')= J ехр{—со̂ ф2!о2 — B(x,x)]-\ - ix( to — и ' ) }  dx. (15)
—ос

В частном случае для источника нормального шума с энергетическим 
спектром

о2Уя
Е(  0,(о) =  — expL 4|?;г _ j e l l

L 4(i2 J
( Ю )

получим для корреляционной функции В ( х , г) следующее неявное выраже­
ние: **

В(х,  х) =
У1 +  Z2 [1

И 2-------------------{ ------------------------------^ ----------------} ,  ( W )
- R { x , T ) ]  I 1 +  z2[l B ( x f х)]

где 2 =  2роср(х) — безразмерное расстояние до источника, e-R (x, т) =  
=  В(х,  т).

На фиг. 1 приведены кривые R ( x , т) для некоторых значений расстоя­
ния z. При т =  0 из формулы (17) получим уравнение для определения

дисперсии В  (х , 0) =  о2/? •
• (х, 0) поля ь (х, у)

z2R 3(x , 0) — (1 +  z2) •
•Д2(* ,0) +  1 =  0. (18)

Уравнению (18) всегда удов­
летворяет решение /? i =  1. 
Это решение находится в со­
ответствии с принципом со­
хранения энергии для урав­
нения движения (1). Однако 
при z2 >  2 появляется второе

i?2(x ,0 ) =  (1 +
• h У1 +  422) /  2 z\  (19)

Таким образом, в определении дисперсии В(х,  0) процесса v(x , у) при z2 >  
>  2 возникает неоднозначность. Для того, чтобы устранить эту неодно­
значность, нужно проанализировать характер искажений волны конечном 
амплитуды.

Возвращаясь к выражению (6), заметим, что скорость и, с которой пе­
ремещаются точки профиля волны, равна

U =  c0 +  Z ± L Vt

т. е. различная для разных точек профиля волны. Поэтому форма профиля 
изменяется; точки положительной фазы опережают точки отрицательной. 
В результате функции v(t) (при заданном х) оказывается неоднозпачпой. 
Физически, разумеется, такое положение невозможно. В действительности, 
в местах неоднозначности возникают разрывы (ударные волны). Наличие 
разрывов приводит к сильной диссипации энергии [5]. Таким образом, по­
явление второго значения дисперсии o2R 2(x , 0) связано с затуханием, вы­
званным диссипативными процессами в тонких слоях вещества, которые 
представляют собой ударные волны. Величина этой диссипации определя­
ется одними лишь законами сохранения массы, энергии и импульса, при­
мененными к обеим сторонам этих слоев.

Следовательно, выражение (19) описывает характер затухания интен­
сивности нормального стационарного процесса с энергетическим спектром
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решение уравнения (18):



(16) в зависимости от расстояния z  до источника, после образования удар­
ной волны.

К тому же выводу можно прийти иным путем. Если вычислять, исполь­
зуя формулу (6), средний (по времени) квадрат одной реализации про­
цесса v(xo, у) в фиксированной точке хо:

т ь ь
J{x о ) =  Н т Э - j  v4*o ,y)dy  =  Jim $ /2(z )d z -(p 0 $ /2( z ) / /d z | ,

T - >  oo T-xo
(20)

то второй интеграл в формуле (20) для стационарной функции f ( t )  исче­
зает а в первом пределы интегрирования определяются из уравнения

y =  z — cp/(z). (21)

Разобьем весь интервал [я, b] интегрирования на более мелкие интер­
валы так, чтобы на краях этих интервалов функция /(z 2) обращалась 
в нуль, и рассмотрим один из таких интервалов

|+1
б г =   ̂ p(z)ch .

V

Zi
( 22)

При однозначной зависимости з =  z(y)  длина AZi =  — з2 интервала
интегрирования равна длине Лу2 =  */*+1 — i/i- В таком случае интеграл
(20) не зависит от х 0 и будет

т т
1  С 1  с

Ii  =  l im  —  \ v2(x0, y )dy  =  \im —  \ f2(z)dz -
T - wjo J  T - +  og i  .

a2/?i. (23)

Однако при некоторых значениях <р0 и f ( zh) внутри интервала [z2, zi+\] мо­
жет появиться точка z/{ (или несколько таких точек), в которой выполняет­
ся условие yi — Zh — фо/ (zk) , т. е. одному значению yi будут соответство­
вать два значения Zi и Zk, а одному интервалу интегрирования на оси у 
[г/i, i / i + \ ]  будут соответствовать два интервала на оси z [z<+1, Z{\ и [z2+i, 
z/J, причем zi+i — Zi >  £,-+i — z/i. Таким образом, появляется второе зна­
чение интеграла (20) / 2 (^0) ~  вЧ{2 (хо, 0), уменьшающееся с ростом .г0.

Рассмотрим второй пример вычисления корреляционной функции. 
Пусть в точке х =  0 расположен источник гармонического колебания по­
стоянной амплитуды 1>о/У2 п частоты <оо со случайной фазой, распределен­
ной равномерно на интервале [—л, я]. Энергетический спектр такого коле­
бания и двумерная характеристическая функция выражаются следующим 
образом [6]:

Е (0 , о) =  [й(со -  соо) +  б(о) +  соо)], (2 4 )

F 2(u 1, и2, т) =  J c M u i 2 +  «22 +  2uiuz cos coot), (25)
где 7o(z) — функция Бесселя нулевого порядка. Подставляя эти выраже­
ния в формулу (9) и интегрируя, получим выражение для коэффициента

2
корреляции R (х, т) =  —- В(х,  т ) .

Уо-

R  (х, т) =  /o(2zyi — R(x,  t) ) cos©0t, (26)

где z =  w0w0ф /У2. При х =  0 получаем уравнение для определения диспер­
сии (нормированной на величину Уо2 /  2) процесса v(x,  у ) :

R  (х, 0) =  7о (2zVl -  R  (х, 0)) . (27)
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Этому уравнению всегда удовлетворяет значение /?, — 1. Второе реше­
ние появляется при z .>  1. Этот результат совпадает с расстоянием об­
разования ударной волны, полученным в работе [2]. Для сравнения полу­
чим выражение для коэффициента корреляции поля скоростей, образован­
ного тем же источником со случайной фазой другим методом. Ограничив­

шись одной итерацией, запишем при­
ближенное выражение точного реше­
ния (6):

г>(я, у) =  ^osin (со0У +
4- z-sin сооу “Ь ^случ) • (28)

Умножая выражение (28) на та­
кое же выражение, соответствующее 
моменту времени у +  т и усредняя 
произведение, после ряда несложных 
преобразований получим

й (* ,т ) =  Л>(
п . юот \
2z sin —-  ) cos (оот.

(29)
Выражение (29) совпадает с результатом, полученным с использовани­

ем формулы (И) .
На фиг. 2 приведены графики коэффициента корреляции R ( x , т) для 

источника со случайной фазой. Пунктирная кривая построена по формуле
(29)дляя =  1.

В заключение определим энергетический спектр поля v(x,  у).  Так как 
полученное выше выражение для корреляционной функции неявно, то пря­
мое получение спектра затруднительно. Поэтому для вычисления спектра 
снова обратимся к решению (6)

«  со

S ( x , a ) =  j  v (х, у) e - ^ v  dy =  J /(z )[ l  — <p//] exp {—ico [z — cp/(z)]} dz.
— GO — CO

(30)
Замена переменной в интеграле (30) справедлива лишь в области одно­
значности z =  z(y)  (21). После ряда преобразований получим

1 г»
S(x,  (о) =  -— \ exp[tco(p/(z)— i(oz]dz. 

Ю)ф v
(31)

—оо

Умножая выражение (31) на сопряженное и учитывая некоррелирован­
ность спектральных приращений, после усреднения получим выражение 
для энергетического спектра Е(х,  о )  поля скоростей и(х , у):

Е ( х , а )  =  - Т -, 5-^(мф, — w(p,T)e-iffltdT, (32)
— оо

где
^(С0ф, “ СОф, Т) =  (ехр  [ — Ш ф /(2  +  Т) -1- Ш ф /(2 )]> .

Для энергетического спектра гармопического источника со случайной 
фазой, учитывая формулу (25), мы получим следующее выражение:

Е(х,  0)) =  -^- 2  ( - 1 ) ' ^ г(г)[б(ш -А со0) +  б((о +  /шо)]. (33)
2 *=1
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Выражение (33) соответствует известному выражению для спектра бегу­
щей волны конечной амплитуды, полученному Фубини [7].

Автор приносит благодарность Р. В Хохлову за полезные обсуждения
работы.
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