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ДИФРАКЦИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ в о л н ы  
НА СЛАБООТРАЖАЮЩЕЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Н . Н .  Б е л о о з з р э в , И .  И .  Д о лго в а

На основе разложения решения в ряд но собственным функциям по­
лучено интегральное представление поля дифракции цилиндрической 
волны на тонкой бесконечной цилиндрической оболочке. Введена «переда­
точная» функция, с помощью которой записывается решение задачи ди­
фракции или излучения цилиндрической оболочки. Получено разложение 
решения в ряд по малому параметру, характеризующему слабое отра­
жение волны от пластины.

В литературе неоднократно рассматривалась задача о дифракции плос­
кой волны на круговом бесконечном цилиндре. Изучалась дифракция на 
мягком, жестком [1, 2], импеданцном цилиндрах [3, 4] и на упругой ци­
линдрической оболочке [5, 6]. Известно, что решение задачи для кругового 
цилиндра можно написать в виде разложения по тригонометрическим и ци­
линдрическим функциям. Для цилиндров, радиус которых мал по сравне­
нию с длиной звуковой волны, ряды быстро сходятся и могут быть исполь­
зованы непосредственно для расчетов [5, 6]. При увеличении радиуса ци­
линдра сходимость ухудшается и в этом случае применяют преобразование 
Ватсона — Зоммерфельда, позволяющее перейти к быстросходящимся ря­
дам вычетов [1, 2]. Авторами работ [3, 4J был предложен приближенный 
способ решепия задачи о дифракции плоской или цилиндрической волны 
на импеданцном цилиндре при помощи параболического уравнения.

В данной работе на основе классического разложения решения в ряд по 
собственным функциям получено интегральное представление поля ди­
фракции цилиндрической волны на упругой цилиндрической оболочке, по­
зволяющее, благодаря выделению функции зависящей только от механиче­
ских свойств оболочки, получить разложение по малому параметру, а так­
же высокочастотную асимптотику решения.

Пусть цилиндрическая волна (см. фиг. 1), расходящаяся из точки А> 
рассеивается тонкой упругой оболочкой радиуса а. Внутри и вне оболочки 
находится жидкость с плотностью р и скоростью распространения звука с. 
Уравнения колебаний цилиндрической оболочки при отсутствии аксиаль­
ных смещений имеют вид [7]
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где v , w — тангенциальная и радиальная составляющая смещений оболоч­
ки, h  — толщина оболочки, pt — плотность материала оболочки, Е, v — 
коэффициенты Юнга и Пауссона материала оболочки, р2 — давление
внутри и вне оболочки соответственно, p' =  p l — p2-1 р"  =  ^ (p i +  pz);
Ei =  Е  f  I — v2.

Па границе оболочки с окружающей средой выполняется условие ра­
венства нормальных смещений:

1 др
рсо2 дп

1 др2
=  —w. (2)i—aг=а РШ2 дп

Решение уравнения Гельмгольца с граничными условиями (I) записы­
вается в виде разложения по собственным колебаниям оболочки

OJ <х>

=  Y j A  ̂ * (* 0  е'''ф- Р2 =  и * ( Щ  +  Y j  В »ПУ  (кг) «<П*,
П=—00 ?1=э-СО

где d — радиус-вектор из источника в точку наблюдения, г, ср — координа­
ты точки наблюдения, Я, г|) — координаты нс-

член, определяющий поле линейного источ­
ника в свободном пространстве.

Первый член в выражении для давления 
в окружающей оболочку среде по теореме 
сложения для цилиндрических функций мож­
но написать следующим образом [8]:

И  о {kd) =

со

Y  К  (кг) Н 1п  I k R )  е «»• R  >  г
п=—со 
со

Y  / „  (kR) И ф  (кг) R  <  г .)
п=- 00

(4)

в

Подставляя разложения для р i и р2 в граничные условия, найдем выра­
жения для интересующих нас коэффициентов:
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Штрих означает дифференцирование цилиндрических функций по аргу­
менту. Везде, где речь идет о функции Ханкеля первого рода вместо 
Я<;> (кг) мы будем писать / / / (й т ) ,  опуская индекс (1). Учитывая соотно­
шение (5), выражения для давления внутри и вне оболочки можно пере­
писать следующим образом:

ЭО

р, =  / / 0( М ) +  ynH n(kR) J„ (Ат)IIп (ka)Jn' (ка)е‘т,
Я = — о с

оо
H0(k d ) +  ^  y nIIn(kR)Hn(kr)Jn'2(ka)e1̂ .

?1«=—ce­
llo л ученное выражение для поля линейного источника представляет раз­
ложение по собственным колебаниям, которое удобно для вычислении при 
нс очень больших ка. При к а —> оо ряды (6) медленно сходятся. Для того 
чтобы получить интегральное представление поля линейного источника, 
в котором зависимость от положения источника и точки наблюдения отде­
лена от других параметров, сделаем следующие преобразования. Заметим, 
что для произведения функции Бесселя и Ханкеля справедлива форму­
ла [8]:

I  я  ____________________

] п (а) //„( р) =  —  f  По (У«2 -  2ар cos * +  р2) dx. (7)
An J —я

В выражении (6) вынесем дифференцирование из-под знака суммы 
и сгруппируем функции Бесселя и Ханкеля в следующие произведения: 
/ n(kr)II„(ка) , Jn(ka)IIn(kR) для давления внутри оболочки, когда г < а  
и П >  a; J J k a ) H n(k R )y Uu(kr)Jn(ka) для давлении вне оболочки, когда 
Я, /* >  а. К каждому из этих произведений применим формулу (7).

Для многочлена справедливо следующее соотношение:

Е"е,” = | Н
Используя это выражение при определении величин у„, входящих в фор­
мулу (6), меняя затем местами суммирование и интегрирование, получим 
для давления внутри и вне оболочки формулы:

Р 1,2 =  Ho(kd) +  \i
О2

я

дка | дк(12
£,<»J Ho(kdi)dx  X

-Я
(8)

Л Я

X Jtfo(kd2) dy Ф (ф — х  — у) Iа|=а1= а +  Ц2) J  Ho(kd2) dx X

Я
X §Ho(kd2)dy<t>(<p — x  — y) I a—a2=(h

■я

где
di =  УД2 — 2/?ai cos a: +  aj2, d2 =  Уг2 — 2ra2 cos // +  a22,

pi wh
P = pc

В выражении (8) введена функция Ф(гр) по следующей формуле:

Ф ( Ф ) = £  /п О)
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где

Остановимся на физическом смысле выражения (8) для ноля дифракции 
цилиндрической волны на упругой цилиндрической оболочке. Первый 
член в выражении (8) представляет собой прямую волну, идущую из ис­
точника в точку наблюдения, подынтегральная функция — волну, вышед­
шую из источника под углом х, распространяющуюся по поверхности ци­
линдра и затем иод углом у  идущую в точку наблюдения. На фиг. I пока­
зан путь такой волны. Углы х  и у отсчитываются от радиусов-векторов R  
или г соответственно. Рассеянное оболочкой поле в точке В определяется 
интегрированием по всем возможным углам х — выхода из источника 
и у  — направлениям прихода луча в точку наблюдения. Знак дифференци­
рования, стоящий перед интегральным членом, можно объяснить тем, что 
каждый участок оболочки принимает или излучает волну как диполь. Ам­
плитуда волны зависит от пути, пройденного ею но поверхности оболочки 
и определяется функцией Ф(ф), которую назовем «передаточной» функ­
цией. Эта функция зависит от свойств оболочки и угловой величины пути 
волны ф =  <р — х  — у.

Физический смысл «передаточной» функции виден особенно наглядно 
из рассмотрения задачи об излучении оболочки иод действием сосредото­
ченны! силы при учете только изгибных колебаний оболочки. Но теореме 
взаимности [9], поле излучения цилиндрической оболочки связано с но­
лем дифракции цилиндрической волны следующим соотношением:

где р(|)—• решение дифракционной задачи, — поле излучения оболочки, 
колеблющейся иод действием силы /(ф).  Учитывая выражение (8) для 
р(2), получаем

Пусть на оболочку действует сосредоточенная сила /(ф) =  
= /у,(фо)б(ф — ф0); тогда для поля излучения оболочки получим выра­
жение:

Отсюда видно, что Ф(Ф — # — ф0) — амплитуда волны, излученной в на­
правлении г*> из точки с угловой координатой х , если сила действует на 
оболочку в точке с угловой координатой ф0. Поле излучения оболочки по­
лучается суммированием излучения источников, расположенных па по­
верхности оболочки.

В формуле (9) для передаточной функции выделим параметр \х =  
=  :р,(оА/рс, характеризующий отношение нормального импедапца массо­
вок пластины п волнового сопротивления жидкого полупространства. Па­
раметр ц связан с коэффициентом отражения пластины (R) в жидкости
следующим образом: \R\  — ц / (ц2 +  4). Умножим обе части равенства (9) 
*Яо(/сУа!2 — 2ctia2 cos р, +  а22) и проинтегрируем но Pi в пределах от —я 
до л, положив при этом ф =  ср— р,. Таким образом, получим следующее

(10)

(И)
- г г
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выражение: 
я
с ein* ;

Ф ( ф +  | 3 i ) ^ 0 ( W | ) d p i =  \ — — -----  7 7 7 ~ т ~ ~ ----------(  e i n 'i | / / o ( / c Z i ) d p i .
- л  V- Ы ' Ч п Н , ,  +  х „  ^

В правой части последнего выражения заменим интеграл на произведение 
Jn(kai)Hn(ka2) но формуле (7). Дифференцируя теперь обе части равенст­
ва по /ш, и ка2, получим интегральное уравнение для передаточной 
функции:

я

ф (*) =  —  б (-Ф) +  — 14? — Э2Л, j  Ф (р +  ф) //о ( )  dp,
dkai дка,2 -я

(12)
где

*  =  h = i ( ~ ‘di r ) ; г‘ =  Voi1 -  20,02 cos р, +  <Ыг.

При р< :̂ 1, параметр р имеет смысл коэффициента отражения плоской вол­
ны от пластины в жидкости. Итерируя интегральное уравнение (12), по­
лучим разложение в ряд передаточной функции Ф(г[>) по малому парамет­
ру р, характеризующему слабое отражение от оболочки

1 U r  Llm_l
ф (,(,)=.—  6 (г|>) +  4 е, Гар1Яо(М1) 6 ( ф + р , ) + . . . + - Ц — £. . . .

X J Хт-л

Я  я  т - 1

• • Хт— 1 J • • • J ^Pl • • • dpm-[Ho(kl\) . . . Hq (Ыт- 1) б (ty -f- рй ^
-л  — я

где

(13)
а2

dfim I дка j дко.2

Подставляя полученное выражение (13) для передаточной функции в фор­
мулу (8), получим следующее разложение для поля дифракции цилиндри­
ческой волпьт на слабоотражающей оболочке:

тс

р  =  н 0(кр) +  —  L   ̂ Н0 (% ) Яо (*ps) I v=v-x dx  -I-
-71

п 7Z
“Ь ^ i £ i  ^ Я о  (&Pi) ^  ^ Я 0 (^Рг) ^ Я 0 (Wjl) | f 1=ф—л:—2/ +

—тс

где

р”4—̂ Г г
+  L L l  • • • £ m - i £ i  . . .  Х т - 1  J  Я 0 (* P i)  ^  J  Я 0 { k p 2 ) d y X

•IX
7Г

X  ̂  ̂ Н о (&?i) . . .  7 /о (klm-2) | ш—2 ^Pl • • • ^Рт-21
2  Рл=ф

/г=1
-Т? —7С

^ С С | + 2  —  2 c t i + 2<Xj+ 3  C O S  Р^  - | -  (X j+3>  Р ^ г»  92 + 6»  ^

(14)

дкацдка^ 1 дках
Первый член в последнем выражении определяет прямую волну из точки 
А  в точку В. На фиг. 2, а показан путь волны соответствующий второму
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члену .разложения (14). Волна из точки А  в точку В приходит один раз, 
отразившись от оболочки в точке С. На фиг. 2, б, в показан путь волны,, 
пришедшей в точку В после двух- и трехкратного отражения от оболочки 
в точках D и Е. Таким образом, получено разложение поля в ряд по числу 
отражений от оболочки. Коэффициент цш перед m-м членом ряда показы­
вает сколько раз волна отразилась от оболочки прежде, чем пришла в точ­
ку наблюдения.

Не трудно видеть, что «передаточная» функция пе аиалитична по ц при 
ц =  О, поэтому ряды (13) и (14), полученные формально, не являются схо­
дящимися. Ниже будет предложен способ получения сходящихся рядов,.

которые имеют более громоздкий вид, сохраняя тот же физический смысл. 
Для этого в знаменателе выражения (9) для «передаточной» функции вы­
чтем и прибавим часть асимптотического ряда, J (ка) Н п'(ка) , которая 
имеет вид / / (ка)II , / (ка) ~ P ( n ) f Q ( n ), где Р(п)  и Q (п) — полиномы, 
выбранные таким образом, чтобы выполнялось условно:

Q(n)
const.

с о
(15)

При этом можно получить уравнение, аналогичное (12), но с более слож­
ным интегро-дифференциальпым оператором. Выражение для «передаточ­

ной» функции будем раскладывать теперь по рДя* [ JnSfn — и по-
I. v  W  J

лученное таким образом разложение будет сходящимся рядом в силу усло­
вия (15). Выражение для Ф(а|з) перепишем следующим образом:

оо

ф ( + > = £
ein*

11— -х> х  +5= \  ]  ’и  ' р(га) 1 1 * р <”>

- в  (-4 ) Г
<х>

d * f  R w(n) +  l n[QJn'Hn' - P ( n ) ]
7?«=-яс

где R n  =  XnQ(n) +  ЪпР(п) =  rNnN +  rN- i n " - 1 +  . . .  +  r0; 
Обозначим

эо
ф(ч>)= £

»tn4>

71=—со
R N +  U Q ( n ) J n'Hn' - P { n ) ]  •

t = t " >  
±.п —  Ъ п  -
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Первый член разложения для Ф (г|)) представим в виде

Фо(Ф)=/о(в**) +  /о(в-|* ) +  1
KoQ(0) +  Ь Р  (0) '

с о

где /о (*) =  £ ,
2п

R
71=1

N

Отсюда видно, что функция f0(z) <J 1 удовлетворяет уравнению
d

т ~ -
Функция /(z) — аналитическое при |z | <  1 и непрерывное при |z | ^  1 ре- 
Hiemie этого уравнения. Решение, удовлетворяющее вышеперечисленным 
условиям ищем методом вариации произвольных постоянных. Пусть А,* — 
корни уравнения R N(h)  =  0. Рассматривается общий случай, когда А; раз­
личны и А, ф  0, 1, 2 , . . .  При этом

N  N

U (z) =  ^  C k Z Xh  - f  ^  фЛ (z)zK
llc= 1 /£=1

и для фд (z) получаем систему:
N

(pk(z)zh  Ал =  0,
/£=1

Л’

2 ,  Фк'(*)*хьЗЙ'2 =  
/{=1

1
( 1 — z)rjv

Гак как все А» различны, по предположению, определитель этой системы не 
равен нулю и по правилу Крамера получаем

Фh (z) =
Z ~ 'Kh

1 — z

N
[ r j v  J J  (A/t — Аг) j .

Таким образом,

г=1
гфк

N  N  _N _  - 1  2

/о (z) =  ^  ckz}-h -1- ̂  zxh [ J J  (** “  Af) j  J
k=\ Л=1 7=1

гфк
0

я“ял dx
1 - а Г *

Интеграл в последнем выражении вычисляется по формуле 3.194.1 спра­
вочника [8]. При этом последнее выражение переходит в следующее:

N

/°(z) =  +
h= 1

N N

/£=1 7 = 1

г ф к

+  I j z [ r" ( i  ~ Х/,) П (х* -  ]  2' Fi(1, 1 _  *)•

Так как слагаемое, содержащее гипергеометрические функции, аналитич- 
ио при |z | <С 1, А, ф  0, 1, 2 , . . . ,  то /(z) аналитична только при условии 
ck =  0 для всех /с. Окончательно для первого члена разложения передаточ­
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ной функции мы имеем выражение:

-где
N  N  ,

/0(2) = ^  z [  rjV( l  -  h<) Д  (Xu -  Xi) J F,( l ,  1 -  Xh; 2 -  Xk; z).
I i =  I

1фк

Полученные выражения справедливы для цилипдров произвольного ра­
диуса, однако, при к а  ^  1 нет необходимости получать разложение по чис­
лу отражений в связи с тем, что исходный ряд по собственным функци­
ям (0) быстро сходится. При к а оо применение преобразования Ватсо­
на — Зоммерфельда обычно приводит к быстро сходящимся рядам вычетов. 
Как можно показать в данном случае появляется ~ к а  членов (при к а -> -  

оо), дающих одинаковый вклад в дифракционное поле, в связи с чем 
применение преобразования Ватсона — Зоммерфельда не эффективно.

Выражение, аналогичное (8), можно получить для поля дифракции ци­
линдрической волны на цилиндре с сечением произвольной формы. Задача 
при этом сводится к нахождению передаточпой функции.

В процессе выполнения дапиой работы авторы пользовались цепными 
советами Г. Д. Малюжинца. Авторы благодарны Л. М. Лямшеву за руко­
водство работой.
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