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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКИХ ЗВУКОВЫХ ВОЛН НА СФЕРЕ
В ВЯЗКОЙ СРЕДЕ

I I .  И .  Ц о й

Исследуется в общем случае задача об отражении плоских волн от 
сферического препятствия в вязкой среде, с использованием метода Морза 
и Ватсона. Определены асимптотические формулы для случая среды с ма­
лой вязкостью.

В работе [1 1 была исследована задача об отражении плоских волн от 
сферического препятствия в вязкой среде, когда радиус сферы мал но срав­
нению с длиной волны, так что значение ка будет малым, а в работе [2] 
Лэмб несколько изменил задачу [1], проведя исследования для случая ма­
лой вязкости. С помощью сферических функций были найдены асимптоти­
ческие формулы для давления, скорости и полной рассеянной мощности в 
случае длинных волн. Ниже исследуется задача в общем случае и, 
с использованием метода Морза [3,4] и Ватсона [5], определяются асимп­
тотические формулы для давления, скорости и интенсивности в среде 
с малой вязкостью (например, в атмосфере или в жидкостях с малой 
вязкостью).

Предположим, что звуковые волны, распространяющиеся в вязкой сре­
де, встречают твердую сферу радиуса а. Найдем то изменение, которое вно­
сит присутствие этой сферы в акустическом поле плоских волн.

В случае установившегося режима (с временным множителем е~ы,>)

удовлетворяющему, с учетом симметрии сферы, граничным условиям:

где ср н Ф — скалярный и векторпый потенциалы скоростей, со — частота, 
с — скорость звукам' и v — кинематические коэффициенты вязкости, 
а г, 0, г|) — сферические координаты.

Применяя метод разделения переменных и учитывая временной множи­
тель найдем решение системы (1). удовлетворяющее (3) в виде

где первый член для ф представляет собой плоские волпы, набегающие 
в направлении положительной оси Ох, второй член для ф и сумма для Ф •— 
рассеяипые сферой волны, /  — постоянный множитель, характеризующий 
амплитуду плоских волн, hn(z) — сферическая фупкция Ханкеля первого

данная задача приводится к решению системы уравнении
Аф +  Ai V  ■= 0, АФ +  /с22Ф =  0,

(О2 1 +  0 ) c - 2 ( v '  +  4/ 3 v ) i

с2 1 +  coV^fv' +  4/3v )2 ’
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рода п-го порядка, P„(cos 0) — функция Лежандра 1-го рода п-то порядка, 
а Л п, В п— постоянные интегрирования, которые определяются из гранич­
ных условий (3).

Применяя теорию сферических цилиндрических функций [6], после не­
сложного преобразования получим для А п и В п следующие выражения:

А  _ _ I  tt/n-i(*!<*)* n + i (&2̂ ) “Ь ( П ”h l)/fi + i ( к ха ) к п- х ( к 2а )

rihn-.l (kla) h n+i (к2а) +  (п +  1) Лп+1 {к,а)кп̂  (к2а) ’
\ч)

в  _  Ik i  /я- 1 (/bifl)/tn-f 1 (к2д) — jn+1 {кха) h n- 1 (к2а )________
к2 nhn-i (/da) hn+1 (&2<г) +  (?г +  1) hn+i (ftia) fcn+i (fea)

Тем самым мы нашли выражения функций <р и Ф (4) в виде сложного 
ряда. Зная <р и Ф, найдем для давления, скорости частицы в вязкой среде 
выражения1

Р  —  Р о  +  P o M i  ^ 1
со

kSi, )  ф, V* =  v ' ‘/sV,

1
U у-------- - -|-  -------------

дг г sin 0 с*0
д . ЛТ4 д0 1 д(гф)
— (sm 0Ф), ve — —-

rdQ г дг (6)

Ввиду сложности формул (4) — (0) в дальнейшем мы попытаемся полу­
чить асимптотические формулы в том случае, когда величины V  и  v малы 
по сравнению с сосг, а величины v'co / с  и vco /  с2 малы по сравнению с еди­
ницей; тогда величина \к2а\ будет большая по сравнению с единицей (при 
конечном а). В этом случае

7  /  7  / /  <*> *  7  с о
k i  =  — , /с, =  —  v , к i =  —  е 

с 2 с3 с
(0Vе,г', e i = ——, б“Л-//а »  е-**"*. 
2с2

(7)
Используя свойство сферических цилиндрических функций

hn(z)
Z~>CG

1 »-2// е х р {г (2' - ^ Ц Ц „ ) } ;

/«(*)
со

(8).

2 =  z' +  iz"
можно написать формулы (4), в силу соотношений (7), в виде

до*

Ф =  7 ^  (2?г +  1) ( /» (* 1Г) — hn {k\r)  ̂  Р„ (cos 6) .—(•И i

71=0

ф =  — -  «"v,(r“a) ехР (<■ [ (Г -  а) -  со* -  ^  i"— P„(cos 0) X
(9)

к,г
п=0

у  i n - 1 ( М )  Л*тН-1 (fc lf l)  —  /тг-и ( f e lg )  A w -]  ( M )

hn(k \d )
Ha больших расстояниях от сферы г (в дальней зоне) в силу формулы

(8) мы получим для давления и скорости рассеянной волны в точке (г, 0, г|>) 
выражения:

Р—  £"fc,"n exp { i (k /r  — (dt +  я +  е,)} X/X

00
v ,  (2тг +  l ) / n ' ( f t i ® )  „  ,  Л >

X L — ------р"<С05в>’
71=0 '

vsq «  0. (10
рос
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Здесь члены, удержанные в правой части, имеют один и тот же порядок, 
между тем как отброшенные члены малы по сравнению с удержанными. 
Далее, следуя Морзу [3 ,4 ], применим обозначения

hn (2 ) =  iDne l \  fn (z) =  IFnelj« (11)
Предельные значения амплитуд D n и F n и фазовых углов 6„ и /„  в силу

формулы (8) определяются следующими приближенными формулами:
соа 2ла  ̂ 1

0)0 =  *! а = -----=  — - > п  +  —
С А/ и

йри

А»«  —  =  Dne~k'"a, 6„ да со0 — —7—- я — ei == б„ — е4,
©о 2

А  ~  -гг—e l i " a  =  ~ D n e h ' " a ,  /„ да — <00 +  — я +  & i  =  — 6„ +  ег,
2соо

при

у , (оа 2яа , 1
a)o =  *i а = -----=  — — <^п +  —

с л  2

(12)

D
(00‘

— Do, 50
(Оо

cos 3ei — 2ei =  бо cos 3ei — 2ei

г, 1-3-5. . . (2п  — 1) (w +  1) .
•Ь'П ~  --  Л-'П»

5„ да —

ffln+2

moo2"11 cos[(2re+ l)e i]
l 2-32-52. ..  (2re — l ) 2- (2re +  1) (^ +  1)

=  S„ cos[(2rc + l ) e i ]  — (» +  2)ei, r e > 0

(re +  2)8i =

(13)

F,0
0)0
T ’ Fn

n - 1 
W(00

n
n

1 -3 -5 .. .(2re +  1)
я

e i----—: /n & ( n  —  ! ) e ,— —

• (re >  0);

( « > 0 ) ,

где зпачения амплитуд Dn и фазовых углов б„, зависящие от_соо, определя­
ются но таблицам [3, 4]. Поэтому предельные значения D n, бп и /„  лег­
ко определяются при помощи таблиц функций D n и б„ в зависимости от 
О)0 и Ei.

Тогда из формул (10) и (И ) мы получим вдали от сферы следующие 
выражения для давления, нормальной скорости и интенсивности рассеян­
ной волны в точке (г, 0, ф), а также для полной рассеянной мощности:

ps ~  /  .Р.0̂ . e- k "r exp [ (k i ' r— со£ +  я + 8!) i] irr(0),
СО

(2ге +  1 )Р „
D

Pn(cos6 )exp {i(fn — S„)},
r .= 0
со a

n

V sr I —— e-fc/'^exp {i{h\ 'r— cot +  п)},Рг(я), 
cr

a‘
3 V e-2k'"r{Fr( 0)>2,

(1 4 )

{F r (e )}2 = _ L  ^ (2 n + i '> <2m + W ™ v
(r)0 D n D mn=0

m=0
X  Pn  (COS 0 ) P m (cOS 0 )  COS ( fn  — fm +  5n +  5m +  Ei),
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с о

Пs ~ v “ r » . - ' V
(2n +  l )F n 2

c o o4 п=О Dn-
COS 8j,

где I p2 =
P o o r

p - интенсивность падающих плоских волн.

При очень низких частотах только волны, соответствующие п =  0 и 
п =  1, имеют существенные значения для расчета рассеянной волны. В этом 
случае интенсивность рассеянной волны и полная рассеянная мощность 
вдали от сферы будут

/ р с о 4а 6 /  3  \ 2
_ _ _ _ _ е 2й, г  ̂ 1 - — c o s e )  C0S8l> ( ю0̂ 1 ) ,

(15)
(соо<  ̂1).

/ , =

Пз

Отсюда видно, что

Т 21р
со  4а 6

e - 2 h ," r  c o s  g b

n s
—— — —— =  e rcosej,
*s0 1-lsO

(16)где Iso и He0 — значения / 5 и H s при v' =  v =  0.
Если длина волны очень мала по сравнению с окружностью сферы в 

экваториальной плоскости, то при со0 1 потребуется использовать боль­
шое число членов рядов в формуле (14), чтобы выяснить физическую кар­
тину рассеянной волны. В ы й т и  и з  этого затруднения помогает преобразо­
вание ряда, предложенное 
впервые Ватсоном [5].

Преобразование Ватсона 
заключается в том, что беско­
нечный ряд

<х>
V = Y j C nPn(COS0) (17)

7 1 = 0

преобразуется в интеграл 
У i ^  Ри (— cos0)

sm ил
Cxi du, 

(18)
причем контур интегрирова­
ния па комплексной плоскости и охватывает положительную вещественную 
ось, как показано на фиг. 1. Действительно если величина Си не имеет по­
люсов па положительной вещественной оси, то интеграл (18) в силу теоре­
мы о вычетах [7] равен сумме (17), так как множитель Си имеет в точках 
и =  п (где п — целое) полюсы первого порядка с вычетами

( Р и (, cos 0) 1 _ Р п (— cosO) __Pn(co.sO)Res
sm ил

1 = ^n(
J u—n 3TCOS ПЛ n

Применяя к потенциалу скорости ф (9) преобразование Ватсона при 
I M  ^>1, получим

Ф 1е~1(©< М/2) ^ (2и +  1)]и'(к,а) 
W  (кха) sin ил

ил
Ьи(/с,г)Р„(— cos 0)е 2 da.

(19)
Так как подынтегральное выражение в формуле (19) является нечетной

Функцией от п +  ^  [8], то в качестве контура интегрирования можно
взять прямую, параллельную вещественной оси и лежащую в верхней полу­
плоскости и (фиг. 1). Это утверждение вытекает из свойства сферических 
цилиндрических функций [6] и функций Лежандра [9].
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В работе [101 подробно исследуется аналогичный интеграл. Применяя 
методы, использованные в этой работе, получим

и ъШ

Ф =  ~2 е' “" L  1
1к е 2 h‘Z ^ K A k ^

п  Sin UmJt
Л и

d h'u (kid) 1
J «=».

PUJ -  cose), (20)

где um есть корни уравнения

К ' ( к , a )  — 0 ,

определяемые но Дебаю [11] формулами

1 1 /  Зя \
v™ =  ит +  r-j =  ©, -f- —  ̂— j (4™ +  1 )г/,©11/,ея,/*, =  k ta,

(2)

(21)

(22)

где hn (z) — сферическая функция Ханкеля 2-го рода га-го порядка,

* ?  w = - ±  * ? ( . ) .
az

Более точные выражения с помощью интеграла Эйри или функции 
Эйри — Фока получаются в виде

_  , 1 , 1 +  *УЗ /  <0! \ V»
V m —  И т  +  — = 0 ) i  Н-------------------- у  —  J  q m , (23)

где qm — корни функции Эйри

Здесь

d
dq A ( q ) =  0. (24)

о о

A (q) =  J cos(t3 — qx)dx. (25)

Франц [12] нашел следующий случай асимптотического разложения

vте . - n f / 3

(26)
где qm определяется по таблицам работы [10].

В случае /с,г — coj 5>(о,1/э мы получим, как и в работе [10], следующие 
асимптотической формулы.

Если точка наблюдения лежит в области геометрической тени

Ф =  /
о 5/«е-‘ " ехр[ i ( а/  Уг2 -  а2 =  ой -  Ц .  -  Jj-') }

А / У2г sin 0 (г* — а2)
X

X
711

т
+  exp(2nvmt)« М Ч т - 6 -

arc cos
y ) + T ‘} +

+ expjiv™ (-^--Ь 6 — arc c o s • (27)

Величины Cm и v„, следует определить ив формулы (26) и таблиц работы
[10]. Физически эту формулу можно интерпретировать совершенно также, 
как соответствующую формулу для кр в идеальной среде [10], т. е. говорить
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с exp  (—  2к j  V п — а-')

о ползущей волне, огибающей 
феру. причем дифрагирован­

ные лучи идут вдоль меридиа­
нов, по которым сферу пересе- 
лают плоскости, проходящие че­
рез точку наблюдения, центр 
сферы и направление распро­
странения падающей плоской 
волны.

Для коротких волн (для до­
статочно больших со0, например 
100 и более) величина соj при­
близительно равна о)0. Следова­
тельно, значепия величин v m и 
суммы в правой части форму­
лы (27) для вязкой среды мало отличаются от тех же значений для иде­
альной среды. Тогда для давления, скорости и интенсивности в вязкой 
среде в точке (г, 0, я|)) вдали от сферы мы получим

Р — Ро « (Р — A W  1

T

a
« о  =  1 0 0 O)o =** 2 0 0 0 )0  =  5 0 0 0)0  =  1 0 0 0

10
0.9943

99,43%
0,97 09 

97 ,09%
0.8656

86,56%
0.5622

66,22%

2 0
0,9883

98,83%

0.9553
95,53%

0,747
74,7%

0,3113
31,13%

30
0,9883

98,83%
0,933

93,3%
0,6482

64,82%
0,1774

17,74%

50
U,9719

9 7 ,1 9 %

0,8921 
8 9 ,2 1 %

0,4862
48,62%

0,0559
5 ,59%

у, ы ид
-к". V  г --а - » 1 (/) ид

-2к” V  г2-а*
е 1 (28)

где (р — Р о ) и я ,  (Уг)идИ (/) „л — значения р — р0, и2 и /  при у  =  v =  0, т. е. 
в идеальной среде. Эти формулы неприменимы при 0 =  0 |10]. В окрест­
ности 0 =  0 (где не выполнено условие 0а)о ^>1) имеем

<р =  /  у  л

V, -*Г ©о *
>*-а*

ехр
5я

i [k i '  — +  %- + £i
3

X т

Р - Р о

1 +  exp(2rtvm0

2/ci' / г ( г 2 — а»)7‘

exp 1 ivm ■ Л

X

а
-тг---- arc cos —2 гW

(Р -  Ройи« (“г)О ,
И Д '

- к ,  V  г9—а,9 > 1 ( /)« *

/o (v w0 ),

- 2 А;” /  гг-а*

(29)
Здесь ( р -  ■ Ро) ИД у (^г) ид° И (Лид0 — значения р — p0l v r, I  в идеальной сре­
де вблизи 0 =  0, a /oOvmO) — функция Бесселя 1-го рода нулевого по­
рядка. ______

Приведем таблицу значений ехр (—2ft/'Yr2 — а2) в зависимости от от­
ношения г / а для воздуха при следующих данных:

t =  15°, v' =  0, v  =  0,148 см21сек, с =  3-42-104 см/сек, а = 1 0 0  см. 
Из этой таблицы видно, что с уменьшением длины звуковых воли Я =  
=  2ла/(о0 (или с увеличением о)0) влияние вязкости становится сущест­
венным. Например, для коротких волп с длиной Я =  0,628 см (о>0 — 1000) 
на расстоянии г —  50 а интенсивность в вязкой среде составляет 5,59% от 
той же величины в идеальной среде. Отсюда следует, что пренебрежение 
вязкостью воздуха является недопустимым для коротких звуковых волн.

Пусть теперь точка наблюдения лежит вне геометрической тони. Для 
поля рассеянной волны в дальней зоне (г->- оо), опять следуя Францу [12], 
можно написать следующие асимптотические формулы:

1 -f- 2sina °
<ps =

l a  -k!
27 е

exp i l k /  r — 2a sin-f—) 1 — i 2

2qu sin: 0 +

+  /
,, -k". Y  гг-а - co0 ,ce 1

ki Y 2r sin 0 (r2 —
exp i ( ki Y 7'2 — e2 — coi +

я
3"

4
6 ))X
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XЕ т
т 1. +  exp(2jtvmi) - 

exp iv

exp , ( 5л; а \ л  .,*vm ( ---- В — arc cos —  ) ------ 7 - 1  ) +\  2

л
т г 0 — arc cos

а л
(3 0 )

-k V г-а ' /р 0 та 
( Р Х п - е  1 4— ~2г~ ехР

G Лi \ k i '  г — 2а sin -к- — о)t 4- —2 JJ X

1 +  2sin2- 0

X l l - i
-k". r

2g)0 sin3

- k " V  r s- a *

~  ( з̂г)ид ^ +
/tea
~2c7

0
2
г

, ... . -к, у r-~a-
( e  1 — e  1 );

exp г { *i' ( r — 2a sin — &>i - f  j X

1 +  2sin2 - 0

X 1 - г
2<i>0 sin3 0

2 \ , -/Л(e 1 — e  1 )

(Л)
- 2 * .  У  r » - a *

и д

/p o0)2a2 i , -2*'r , —2k[Vr?-a2,
1 i * s  1 |

В окрестности отраженного луча 0 =  л вместо формул (30) мы имеем 
другие асимптотические разложения:

0

Ф« ~  е ехр |г ( ах'г—2/ci'a sin — со* )} | 1 — г
1 +  2sin* -4-\

2о)0 sin3 0 +

ю0*лехр (— к {  У  г2 -  а2) ехр |г ( V  / г 2 -  а2 -  со* +

V  У  г sin 0 ( г 2  — а2),/*
X

х  2 7П
m 1 4  exp(2nvmi)-тт-ехр

Зя а
v̂m 1 - у  — arccos —  j j / 0 {vm (я — 0)};

0

( А ) И Д

-----  Г /  1 +  2sin2-^
. с- ,4 / ^ аг +  ^  ( !  _  t ______  2

I 2(o0sin3 -

(31)

2r 0
ехр i * /  г ~

О . 0 \  . , Я— 2а sin y j  — сог_+. — | (e- V  _ в- * ч " /г ^ ) ;

, , - v  1„Ш I . 1-1 2sm " 2
У $ Г  ~  ( У в г ) и « - С  - j -  —   I 1  —  l2 cr

2ff*o sin3 y
cxp £ V  r -

я0
— 2 a s in y J  — a»f +  2 jj (e - * i " r

a

Л  « ( / .W *  ** " ^  [<T2*‘

В формулах (30) и (31) при достаточно большом г /а  (например, при 

>  50) можно пренебречь вторым членом, содержащим множитель
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exp (—к к / 'г )  — exp (— х/с/'Уг2 — <r) (где x =  l ,  2) по сравнению с пер­
вым. Тогда формулы (30) и (31) будут иметь тот же вид, что (28) и (29).

Таким образом, мы нашли асимптотические формулы для давления, ско­
рости и интенсивности рассеянной волны в точке (г, 0, Ф) вдали от сферы. 
12сли известны указанные величины в идеальной среде, то соответственные 
величины в вязкой среде определяются элементарными формулами (28) — 
(31). Если пренебречь вязкостью (v' =  “v =  0 ), то из этих же формул полу­
чим выражения, совпадающие с результатами работ [3, 4].

Полная сила, действующая на сферу в направлении оси Ох, опреде­
ляется в случае малой вязкости среды формулой

2л я

Rx =  — a2 J di|) j* ргг | r=a COS 0 sin 0 d0, (32)

где

Prr =  — Р +  ро (  v ' — v )  div V +  2p0v
dvr
~дГ

(33)

Подставляя (14), (16), (33) в (32) и учтя свойства сферических ци­
линдрических функций [6], мы получим после несложных преобразова­
ний для Rx:

R x  =  —
8ларосо

[ i + # i =L соа2 J

=

kihi  (kid)

I Ana a) po j  CQS ̂ 2gl +  e2 +  я — о)t ) , coo^ l

( 8na2(*polek'"acos(kl' a — v t ) ,  g)0§>1, 
где e** =  1 +  4vt /  coa2.

При отсутствии вязкости (v' =  v =  0) мы получим
4ла4о>3ро/

8парос1

(34)

Rx ~  —
(ко)

c o s ( k  —  со* ) ;  ( o o ^ l

(35),
8ла2арqI cos(ка — co£); соо^>1,

где к /  =  к =  со / с.
Из этих формул видно, что величина R x изменяется по закону стоячих 

воли, причем амплитуда этих воли при <о0 ^  1 прямо пропорциональна со02 
и а2, а при Оо 1 прямо пропорциональна <о0 и а.
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