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НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПРОДОЛЬНОЙ 
И ДВУХ ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН В ИЗОТРОПНОМ ТВЕРДОМ ТЕЛЕ

3 . А . Г о л ь д б е р г , Р .  В .  Г р е б н е в а

Рассматривается взаимодействие продольной волны накачки и двух 
поперечных волп, поляризованных перпендикулярно плоскости, в кото­
рой лежат волновые векторы. Установлены инкремент и условия, необхо­
димые для усиления поперечных волн. Учитывается оиратное влияние 
поперечных волп на продольную. Получено решение со стационарными 
амплитудами взаимодействующих волн.

Согласно нелинейным уравнениям движения изотропного твердого тела, 
продольные и поперечные волны должны взаимодействовать между собой. 
Если частоты и волновые векторы трех волн удовлетворяют условию

со =  (о 1 -f- со 2, к  =  кй +  к 2, (1)

то возможно так называемое резонансное взаимодействие, в результате 
которого амплитуды одних волн эффективно растут за счет других. Когда 
волновые векторы имеют одинаковое направление, то условия (1) допус­
кают резонансное взаимодействие трех нродольпых или трех поперечных 
волн. Случай параметрического усиления двух продольных волн продоль­
ной волной накачки рассмотрен в работе [1], резонансное же взаимодейст­
вие поперечных волн, согласно нелинейным уравнениям движения, невоз­
можно [2]. Если kt и k2 не совпадают по направлению, то для резонансного 
взаимодействия необходимо, чтобы волна со, к  была продольной, а осталь­
ные две либо обе поперечные, либо одна поперечная, а другая — продоль­
ная [3]. И в этих случаях из нелипейпых уравнений движения следует, 
что, несмотря на выполнение условий (1), поперечная волна, поляризован­
ная перпендикулярно плоскости волновых векторов, нс взаимодействует 
пи с двумя продольными волнами, ни с продольной и поперечной волнами, 
если последняя поляризована в плоскости волновых векторов. Эти выводы 
подтверждаются экспериментом [4].

Частные случаи нелинейного резонансного взаимодействия продольной 
волны накачки и двух параметрически усиливаемых поперечных волн рас­
сматривались в работах [1, 5] в связи с изучением вопроса о возможности 
создания параметрического усилителя ультразвука. Однако для определе­
ния оптимальных параметров такого усилителя необходимо иметь соответ­
ственное решение в общем случае.

Ниже анализируется в общем случае резонансное взаимодействие про­
дольной и двух поперечных волн, поляризованных перпендикулярно пло­
скости волновых векторов с учетом обратного влияния поперечных волн на 
продольную.

Пусть при продольной волне накачки со, к (0, 0, к) обе поперечные вол­
ны будут поляризованы по оси OF. В этом случае проекции вектора дефор­
мации будут: uz =  uz(z, t), uv =  uy(xf z, t ) , u x =  С. Соответственно исход­
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ные уравнения примут вид [2]
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Здесь ро —  плотность недоформированного тела, fx — модуль сдвига,

Г =  а +  -^- +  Я, х =  К — 2 - р  + В, р =  За +  2 Л +  65 +  2С, а =  Я  +  - ^ щ
Z  о  о

К,-г- модуль сжатия, А , В, С,— модули третьего порядка.
Применяя метод медленно изменяющихся амплитуд (см., например, ра­

боту [5]) при следующих граничных условиях:

2 =  0;
получим

uz

uz

U cos о)£, иу =  Pc  os со

i7 cos (art — ftz),

(4)

Пу = P |ch az cos(<•),* — k,r) + " | / sh az cos(a>2* -  k2r) J , (5)

причем
f/A

a = (xfelx2 — r/clzfc2z)- (6)
4^V/c,zA2i

Из соотношений (1) и (6) следует, что для резонансного взаимодействия 
с усилением волны сигнала (<о f, kt) необходимо, чтобы k iz и k2z имели оди­
наковый с к  зпак. Другими словами, углы между вектором к  и векторами 
к, и к2 должны быть меньше 90°. Можно также показать, что эти углы 
должны быть больше угла ф, • определяемого соотношением 
1 +  sintp/ cos<р = •  Cj/<?/, где с,- и с, — скорости распространения продоль­
ных и поперечных волн соответственно.

При klz =  k2z решение (5) — (6) соответствует результатам, получен­
ным в работе [5]. Другой частный случай с двумя поперечными волпами, 
бегущими вдоль оси OZ в противоположных направлениях, рассматривал­
ся в работах [6, 7]. Соответственный результат для величины а можно по­
лучить из формулы (6), положив к1х =  0. Ввиду того что k lz и k2z имеют 
разные знаки, величина а оказывается мнимой, поэтому усиления не будет. 
Последнее обстоятельство, как показано в работе [8], не учтено в работе
[6], что привело к ошибочному выводу о наличии усиления. Не получится 
усиления и в окончательном результате работы [7], если учесть, что в 
силу условий (1) отношение вводимых в работе [7] коэффициентов погло­
щения должно быть равно минус единице.

Пока мы не учитывали влияния поперечных волн на продольную вол- 
пу накачки. Однако, согласно уравнению (3), это обратное воздействие су­
ществует. Сохраняя прежние граничные условия (4), будем искать реше­
ние для продольной волны в виде uz +  и /, где и /  обусловлено поперечны­
ми волнами. Подставляя в левую часть уравнения (3) uz +  uz\  а в пра­
вую — выражение для uv, определяемое соотношением (5), и решая полу-, 
ченпое уравнение, найдем

и£ + mz =  и \  1 —-т - 77тг(сЬ2 az — 1)1 cos(oyt — kz).
L 4 akU2 J
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Согласно этому выражению, амплитуда волны накачки по мере распрост­
ранения уменьшается. При решении уравнения (3) мы пренебрегли сла-

дгиг диггаемым R----- ------ учет которого, как хорошо известно, означает учет
dz2 dz

высших гармоник продольной волны, появляющихся в процессе нелиней­
ного искажения формы последней [9].

Естественно ожидать, что в результате описанного выше взаимодейст­
вия продольной и двух поперечных волн в конце концов на некотором рас­
стоянии zо установится режим, при котором амплитуды взаимодействую­
щих волн будут оставаться постоянными. Как будет видно из дальнейше­
го, существование режима со стационарными амплитудами возможно лишь 
при наличии диссипации энергии продольной волны. Поэтому введем в

2ур 0Сг3 дЫг
левую часть уравнения (о) слагаемое---------- --------« которое, как можно

о/ dtdz2
показать, учитывает диссипацию энергии продольной волны, характери­
зующуюся коэффициентом поглощения у  [3]. Решая уравнение (3), до­
полненное этим членом, получим следующее решение со стационарными 
амплитудами:

и /  =  {/Ocos(co£ — kz), Uy =  P 0cos(G>i£ — kLr) +  (>0 cos( cd2 2  — k2r). 
Связь между амплитудами определяется соотношениями

- t / 0 =  t/, P0Qo =  -
у с? kUz
a Ct Ук1гк

(7)
2 г

В установившемся режиме исходная волна накачки компенсируется про­
дольной волной, «рожденной» поперечными волнами. При этом решение 
удовлетворяет и уравнению (2). При учете диссипации энергии попереч­
ных волн мы не получили бы в стационарном режиме полной компенсации 
продольной волны накачки, т. к. наличие ее было бы необходимо для вос­
полнения диссипируемой энергии поперечных волн.

Согласно формуле (7), чем больше у> тем больше должны быть P0Q0.
1

Дело в том, что при данных Р 0 и Q0 амплитуда 1/0------ . Поэтому, чтобы
У

при большем у  существовало равенство |£70| =  |{7|, необходимо и боль­
шее значение Р0(?0.

Отметим еще, что мы пренебрегли затуханием исходной продольной 
волны накачки. Учет поглощения можно осуществить, подставив в соотно­
шение (7) фактическое значение амплитуды U в точке zQ.

Оценим расстояние z0, которое необходимо пройти взаимодействую­
щим волнам для достижения режима со стационарными амплитудами. 
Приближенно считая, что рост амплитуд поперечных волн все время про­
исходит согласно формулам (5) — (6), из условия

рг У —
1 к,г

chazo'sh az0 =  Р 0<?(

получим
1

Zq — —— Аг sh 
2 о

у с? к U2\
a Ct k lz Р2/

Поскольку по мере приближения к значениям Р0, Q0 скорость возрастания 
амплитуд поперечных волн должна уменьшаться, действительное значе­

ние расстояния стабилизации будет больше z0. При —~  ** * =  —  == б инкре-
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мент а  =  О, a оо. Согласно известным данным [9], для большинства
веществ 6 имеет порядок единицы, например, для железа «Армко» б «  2. 
При отклонении отношения к 1гк 2 г 1  k l x z  от величины б в ту или другую сто­
рону значение инкремента а  возрастает, a z 0 уменьшается. Одпако следу-

а
ет помнить, что, согласно применяемому методу —  <  1 т. е. результаты,

ki
полученные для а  и z0, не годятся, папример, при к 2 г  0.

В заключение отметим, что возможна и другая постановка вопроса, 
когда при двух вазимодействующих волнах находится третья волна сум­
марной или разностной частоты, рожденная двумя первыми [9-—11], при­
чем амплитуда третьей волны считается много меньше амплитуд взаимо­
действующих волн. Если амплитуды первых двух волн рассматривать как 
постоянные величины первого порядка, то в следующем приближении 
можно получить выражение для третьей волны, амплитуда которой при 
выполнении условий (1) растет по мере распространения взаимодействую­
щих волн. Чтобы установить связь решений, получаемых таким способом 
и методом медленно изменяющихся амплитуд, рассмотрим одну из про­
стейших задач: взаимодействие продольной и поперечной волн, распрост­
раняющихся вдоль оси OZ при граничных условиях (4).

В линейном приближении взаимодействующие волны описываются вы­
ражениями

u z  =  U c o s  ( c a t  — k z ) ,  u y l  =  Pcos(coi* — k {z ) .  ‘
Уравнение (2) для рассматриваемой задачи примет вид

d2uyi duz d2uz duyi \ 
dz2 dz dz2 dz / ’

где uy2 относится к возникающей второй поперечной волне. Решая уравне­
ние (8) при условиях (1), получим

TUPkk,
4ц

zco$((o2t + k2z).

Границы применимости этого решения определяются неравенством
TU kkiZ

\иу2\<\иу1\ или
4ц

< 1 . (10)

Решение этой же задачи, полученное методом медленно изменяющихся 
амплитуд, как следует из формул (5) и (6), имеет вид

иу =  иу1 +  иу2 =f Р £ cos cos (он* — /с,

_ у . к{ . , ч TUk 7-----
sinaizcos(o)2̂  +  k2z), ai =  —— У/с,/с2-

к г 4ц

При условии (10), означающем atz<^  1, решения (9) и (11) полностью со­
ответствуют друг другу. При сравнении формул (9) и (11) выясняются 
преимущества метода медленно изменяющихся амплитуд. Так, выражение
(11) справедливо и тогда, когда амплитуда второй поперечной волны до­
стигает порядка первой. Кроме того, как отмечалось выше, в рассматривае­
мом случае отсутствует параметрическое усиление сигнала. Это видно и из 
решения (11), согласно которому амплитуда волны сигнала не может пре­
высить значения, определяемого граничным условием (4). Такого вывода 
не может быть получено из формулы (9) в силу условия (10).
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