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ОБ ОДНОМ ЯВЛЕНИИ В ВОЛНОВОДЕ 
С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ ГРАДИЕНТОМ СКОРОСТИ ЗВУКА
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Рассмотрен волновод, в котором скорость звука убывает в направле­
нии к иоглощающей импеданоной границе. Показано, что в этом случае 
коэффициенты затухания нормальных волн образуют немонотонную по­
следовательность, причем наименьший коэффициент затухания имеет 
нормальная волна с номером, отличным от единицы. Для качественного 
объяснения этого явления использованы лучевые представления. Изложен 
метод численного определения комплексных собственных значений п соб­
ственных функций несамосонряжсипой краевой задачи, через которые 
выражаются характеристики нормальных волн. Приведены численные 
результаты, полученные на ЭВМ.

Как известно [1—3], в случае однородного волновода с поглощаю­
щими границами коэффициенты затухания нормальных волн образуют 
монотонно возрастающую последовательность. Поэтому с увеличением 
расстояния от излучателя вклад нормальных волн высоких номеров в зву­
ковое поле становится незначительным и звуковой потенциал можно 
аппроксимировать суммой некоторого числа нормальных волн малых но­
меров. На достаточно больших расстояниях основную роль играет первая 
нормальная волна. I

В настоящей работе аналитическими и численными методами иссле­
дованы характеристики нормальных волн для волновода с отрицательным 
градиентом скорости звука и установлено, что последовательность коэф­
фициентов затухания является немонотонной. Показано, что это свойство' 
нормальных волн приводит к некоторым особенностям в интерференцион­
ной картине поля и в характере убывания поля на больших расстояниях 
от излучателя. (

Рассмотрим в качестве волновода жидкую среду, заполняющую в де­
картовой системе координат oxijz область —оо <  я, у <1 -{-оо, 0 ^  z //. 
Будем считать, что скорость звука в среде зависит от координаты z, как 
некоторая функция c(z). В точке (0, 0, z0) находится гармонический из-

to — круговая частота. Звуковое поле в волноводе характеризуется потен­
циалом Фе~п>1 (временной множитель е~ш‘ в дальнейшем опускаем). Для 
определенности предположим, что на границах слоя заданы краевые ус-

где а  — комплексный параметр с отрицательной мнимой частью (это оз­
начает, что граница z = II является поглощающей). Тогда, воспользовав­
шись результатами работ [1 и 4], звуковой потенциал Ф можно предста-

лучатель:

ловил:

(1)
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вить в виде суммы нормальных волн:

w(z0, g,)u?(s,g,)
Ф (г, z) =  — 2л/ ^

d / da;
riz

aw )]
Ж ' ш .  (2)

6=6,,*=я

В этом выражении через w обозначено решение уравнения
------ -f- — -}------ ^  =  (), удовлетворяющее условию гг; (0, £; =  U;

dz2 L c2(z) ' J
iv(z, с,,) и (g,)2 — собственные функции и собственные значения краевой 
задачи:

d2w
dzl

г Ы Н - о

- о

(1ш а <  0)

г: И

Вводя новые обозначения Я — (£й)2; и — 5 ^ (z) —

£  =  (ай ); t, =  z I II представим задачу в следующем виде:
72

‘ -  +  [x V (£ tf ) -M w  =  0

с ( 0 ) .
c(z)

w
[ dw 1*т+Н -°-

( 3 )

Спектр задачи (3) является полуограничениым и состоит из счетного 
множества комплексных собственных значений Яг, (Z =  1, 2 , . . . )  [5]. 
Каждому собственному значению h  соответствует одна собственная фупк- 
ция

При условии Im g <  0 все величины fa(l =  1, 2 , . . . )  расположены в 
полуплоскости Im Я 5> 0. Это следует из равенства

Im Я? =  (— Im g) \ w(i,  h)
i - i

1

которое получается, если обе части дифференциального уравнения (3) 
умножить на комплексно-сопряженную функцию w, проинтегрировать их 
но £ в пределах от пуля до единицы, положить X =  и воспользоваться 
краевыми условиями. v

Будем считать, что собственные значения занумерованы в порядке 
убывания их действительных частей: Re Я1 >  Re Я2. •. >  Re Я*. . .  При 
таком способе нумерации и при условии Im g *< 0 они образуют последо­
вательность {Я/}, имеющую предельной точкой бесконечно удаленную 
точку второго квадранта комплексной плоскости Я.

Нетрудно показать, что для собственной функции и>(£, Я*) справедливо 
тождество:

И'1> К)
d

*>) +  &» (S. Ч  K=iь х=хх=х,

в котором точка обозначает операцию дифференцирования по Я. Тогда, 
принимая во внимание введенные выше обозначения, выражение (2)
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можно записать в более простом виде:

ф  =  - ¥ - 1 > (^ ( s # ) { j f  у̂ )  ’ Ъ = Т '  ^/=i

где представляют собой нормирован-

ные собственные функции. Знак множителя У А,* в аргументе функции Я0О) 
мы считаем положительным. При таком выборе ветви двузначной функ­
ции У л и  при условии Im g <  0 величины У X* располагаются в первом
квадранте плоскости У X: Im У А* >  0; Re У X/ >  0. Каждому собственно­
му значению Л* соответствует нормальная волна, представленная 1-ым 
членом ряда (6). При г —»-оо она представляет собой волну вида

r~l/2 exp i Re Tkt—  — Im V X, — j  , экспоненциально затухающую и рас­

пространяющуюся в направлении от излучателя, что находится в согла­
сии с принципом погашаемое™ [6].

Величины а< =  Im У Xt представляют собой коэффициенты затухания
нормальных волн. Так как Im X, =  2 (Re У X,) (1тУ  X/), то из формулы (4) 
следует, что а, = (— f |ш2аД<) id'*. (7)

2(Ro \Xi) LJ J
Используя соотношение (7), исследуем на некоторых примерах пове­

дение последовательности коэффициентов затухания пормальпых волп. 
В качестве первого примера рассмотрим случай, когда показатель пре- 
ломлепия п(^Н) изменяется по закону:

п2(Щ)  = 1  +  2я£, ( а >  0). -(8 )
Это соответствует убыванию скорости звука в направлении к поглощаю­
щей границе z =  H . Предположим, что величина Im g мала по сравне­
нию с величиной g0 =  Re g. Тогда задачу (3) можно рассматривать как 
возмущенную по отношению к задаче Штурма — Лиувилля

dzw
——  + [xV т  -  X ] W  =  0

собственные значения которой вещественны. Обозначим их через Х[0)

и занумеруем в порядке убывания: %}9)>  Хг0,> ... Х,<0>> ... Часть из
них расположена па положительной полуоси, остальные — па отрица­
тельной.

Из соотношений (5) и (7) следует, 
^ [(Im g)"] величины со, соответствующие 
значениям Xj0)* будут

что с точностью до члена 
положительным собственным

+ * * ) « .  « ? >  • (,о>
Используя выражение (8) и вводя новую переменную т, согласно со­

отношениям т =  (2ax2) ,/*(S — то) и То =  (2ах2)-1(Х — к2), дифференци-
drw

альное уравнение в задаче (9) можно привести к виду—p r  +  тш =  0.ОЛТ
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Линейно-независимыми решениями последнего уравнения являются 
функции Эйри-Фока Ai(-c), Bi(-t) [7]. Пусть w (£, X) — решение этого- 
уравнения, удовлетворяющее условию ш (О, X) =  0, например,

w{I, X) =  Ai(x) — C(^)Bi(x),
Ai[— (2ах2) 1/3То] 

B i[- (2 a x 2) ,/3T0] '

( И )

(12)

Тогда величины X, совпадают с корнями трансцендентного уравнении

[АГ (т) -  С (X) Bi' (т)к=1 +  go (2a*2) ^ [ Ai (т) -  С (X) Bi (r)]x=1 =  0. (13)

Выполним теперь некоторые преобразования в формуле (10). Преждо
dw

всего вычислим в ней производную по X от функции ^  &°w при

Х =  Х\°\ £ =  1. Используя выражение (11), уравнение (13) и принимая 
во внимание, что функции A i(r), Bi(x) удовлетворяют уравнению

— 7- +  тп? =  0 и B i(т)A i'(т) — A i(т)B i'(т) =  л"1 [7], приходим к фор­

муле:

( | r  +  х=х(«) -  « ( 1 .  |(2ax*)-v,T1, +

+  +  Л_1 W /s С (W )  [go Bi (хи) +  (2ax*)v* Bi' (тх1))*} , (14)-

где :

Xu =  (2ax2) ,/з (1 -  т01) > 0 ;  т0, =  (2a*2) '1 (Xf] -  x2). (15
Далее, дифференцируя по параметру а  выражение (12) и заменяя воз­

никающую при этом величину [B i(i)A i/ (x) — Ai(x)Bi/ (T) ] па л г1, 
имеем

С (А.,(,)) =  л -1 (2 акг) - v* (Bi [ -  (2 ax2) * t w]>-\ (10)

Предположим, что параметр х стремится к бесконечности. Рассмотрим 
подпоследовательность собственных значений {Я j0) }, I =  1, 2 , . . . ,  L, для
которых выполняются условия: тог >  0; (2ax2) ,/yr0i 1. Эти условия озна­
чают, что соответствующие собственные функции экспоненциально воз­
растают от точки £ =  0 вплоть до точки поворота дифференциального урав­
нения (9), а па остальной части интервала (0, 1) осциллируют. Так как 
для функции Bi(x) при отрицательных значениях т справедливо асимпто­
тическое выражение [7]

B i(t) =  л г1/21т1",/4ехр^ +  —  k l 3/2j  ( |т |-*-<», т < 0 ) ,

то из формулы (16) следует, что величина С ( Х ^ )  экспопенциальпо ма­
ла. Кроме того заметим, что функции Bi(x) и Bi'(x) для положительных 
значений т имеют осциллирующий характер и, следовательно, величины 
Bi(t,/), Bi' (х,г) ограничены. Поэтому, пренебрегая в формуле (14) чле­
ном, пропорциональным величипе С {X ^ ) и используя формулы (10) и
(15), мы получаем приближенное выражение:

а1 =  (— Im g)------------------- — ----- - . I =  1 , 2 , . . . ,  L. (17)
|x2 (1 +  2a) -{- go2 — 1/ ] VX\0)
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Поскольку величины у h <0) занумерованы в порядке убывания
Vx[0)> V w >  . . Y то при условии 3-|/г[х2(1 +  2а) +  go2]* <  х из 
формулы (17) следует, что подпоследовательность {а*} (I =  1, 2 , . . .  L) 
монотонно убывает. Другими словами, большему номеру / соответствует 
меньшее значение а*: ах >  а2 >  . . .  >  а*. . .  >■ а*.

В другом случае, когда выполняется, условие 3",/j[x2(l +  2а) ■+ 
+  go2]* >  к, существует номер I =  М <  L  такой, что ai >  а2. . .  >  а д, и 

<С а,м+г. . .  <  czl.
Так как при I— оо величины а* стремятся к бесконечности, то, прини­

мая во внимание поведение подпоследовательности {щ, 1 =  1, 2, . . .£ } ,  
заключаем, что в обоих случаях вся бесконечная последовательность 
{«/}, I =  1, 2, . . . ,  L ,. . .  является немонотонной, и среди нормальных волн 
существует нормальная волна с номером М  >  1, которая имеет мини­
мальный коэффициент затухания. Таким образом, в отличие от случая 
однородного волновода, в котором поле определяется нормальными вол­
нами первых номеров, в волноводе с отрицательным градиентом скорости 
звука основной вклад в ноле вносит группа нормальных волн с номерами 
I =  М — /гг,. . .  М , . . .  М  +  т , где т  — целое число.

Рассмотрим теперь более общий случай неоднородного волновода, 
когда функция п{^П) монотонно возрастает в направлении к поглощаю­
щей границе, имеет непрерывную вторую производную, а в остальном яв­
ляется произвольной. При х->-оо решения дифференциального уравне­
ния (9) могут быть асимптотически представлены функциями [7]: 
/ dx \  _1/2 / ch \ “ 1/2

J Ai (т); J Bi(x), причем функция т(£) определяется

из выражения

[ 3  2 / 3

—  \  Гх*и*(БЯ )-Л «] (£>£•)

[ 3  " ,__________________  "*| 2 / 3

—  j  r x - x V ( t f f ) d C j  (£< £•).

где £* =  £* (Я») — точка поворота дифференциального уравнения. Исполь­
зуя эти решения н выполняя те же самые преобразования, что и при вы­
воде формулы (17), нетрудно показать, что из бесконечной последова­
тельности нормальных волн можно выделить конечную подпоследователь­
ность нормальных воли, коэффициенты затухания которых будут

а , = ( - 1 т ?) [ и ¥ ( 0 ) - ^ 1  '* {goM- xW(ff) -  4 V  [ ( -Г ^  Г
у .  У кгп%11) -  X{0,J

(18)
где £,* =  С* (Я. ). В частности, если показатель преломления n{t,H) из­
меняется по закону (8), то из выражения (18) вытекает формула (17).

Поясним смысл общей формулы (18). Полагая "j/ = кп(Н)  cos f t ;

с(Ю
n m = С (£//) ’ Z Zi

V  =  -77 ; £Г =  -7—, перепишем ее в следующем виде: 
л  п

a, =  ( - I m g ) (a/c(Zf)) sin %
Н

(go/H)2 +  [ sin х,со/с (//) ]2 L ", V й2 (£Я) -  cos2 Xi[J cos /1 dz
(19)
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С другой стороны, рассмотрим в волноводе семейство лучей, которые 
не касаются границы 2 =  0 и испытывают отражения от поглощающей 
границы z =  II. Пусть % — угол скольжения одного из лучей к горизонту 
при z =  Н. Длина полного цикла луча Л определяется выражением [1]

Л (X) — 2
нf- ■

j j t r m - os**

и, следовательно, число отражений, которое луч испытывает, пройдя рас­
стояние г, приближенно равно /V =  г /  Л. Обозначим через V коэффициент 
отражения от границы z =  11. Как функция от угла х оп имеет вид [3]

*Чх) =
sin % +  (с (II) /шН) (g0 + i Im g)
sin x — (с (H) /шН) (go +  i Im g)

Принимая no внимание, что граница z =  II  является слабопоглощающей, 
мы получаем для величины | V (х) 1", характеризующей убывание лучевой
амплитуды с расстоянием, выражение:

|F |w =  e x p | — 21 Im g-|
sin хю/с (II)

rs \ -
(21)

(go/ Н ) * + [ * т х < о / с ( Н ) У  A  ”  1 '

Аналогичное выражение, как видно из формулы (20), получается и 
для фактора затухания нормальной волны, а именно:

exp ( — G; ~  ) =  IV (хд I,у.

Установленное соответствие между лучами и нормальными волнами 
позволяет качественно объяснить явление немонотонного поведения по­
следовательности {а/}. Действительно, так как величины Xf] образуют 
монотонно убывающую последовательность и связаны с углами х* соотно­
шением У Я<°> =  кп (Н) cos X/, то большему номеру I отвечает больший 
угол X' и меньшее значение z*. Из формулы (20) п соотношения 
N =  г / Д видно, что до тех пор, пока угол X/ достаточно мал, число отра­
жений луча уменьшается с ростом номера /, и, следовательно, величина 
|У(хО Г  увеличивается. Это означает, что подпоследовательность {а/} 
монотонно убывает. Напротив, нормальным волнам с предельно высокими 
номерами будут соответствовать прямые лучи, отражающиеся от обеих 
границ волновода. Каждый пз этих лучей при одном и том же значении г 
отразится том большее число раз, чем большие углы хь Вследствие этого, 
величины |У (х /)Г  стремятся к нулю при /->  сю, а коэффициенты зату­
хания неограниченно возрастают. Таким образом, последовательность 
коэффициентов затухания нормальных волн является немонотонной.

Указанное свойство нормальных волн подтверждается результатами 
численных расчетов на ЦВМ величин X, и а/. Вычисления были выполнены 
на ЦВМ «Минск-2» по программе, в которой для определения комплекс­
ных собственных значений был применен так называемый метод началь­
ной задачи [8].

Пусть функция w ( Я) есть решение начальной задачи:

— + [к '» ! Р ) - М »  =  0; w ( l , l )  =  Y, где у — произ­

вольное число, Я — комплексный параметр. Тогда функция Е(Х) , опреде­
ленная равенством Е(Х) =  w(0, Я), является целой функцией от Я. Комп­
лексные собственные значения задачи (3) совпадают с минимумами функ­
ции |Е (Я )|. Таким образом, алгоритм решения краевой задачи (3) за-
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W,(C)I 
3,0 г -

t - z /н
Фпг. 1

ключается в численном интегрировании задачи с начальными данным» 
и в минимизации функции |£(А,)|.

Для численного интегрирования начальной задачи был применен ме­
тод Нумерова. Этот метод состоит в замене исходного дифференциального- 
уравнения трехчленным конечно-разностным соотношением. При этом 
ошибка аппроксимации имеет порядок 0 (й с), где А —шаг интегрирования. 
Описание метода Нумерова и принципа построения на его основе про­
граммы с автоматическим выбором шага интегрирования даны в работах 
[9—10]; поэтому мы их здесь не приводим. Высокая точность аппрокси­
мации, простые расчетные формулы и указанный в работе [9] способ 
контроля погрешности вычислений делают метод Нумерова более эффек­
тивным по сравнению с общим методом Рунге — Кутта — Гилла. Для на­
хождения минимумов модуля /?(Я)| был использован метод поочередно­
го уточнения переменных [И  , называемый также обобщенным методом 
Ньютона — Рафсона [12].

Перейдем теперь к обсуждению полученных численных результатов. 
При расчетах функция n2(tH)  задавалась в виде n2(t,H) =  1 +  (atl)te~{bun~ 
Параметры, а, 6, Н, х, Im a, Re а  были приняты равными: а =  +0,001 м~%\ 
Ь =  —0,0002 м~1; Н  =  1000 м ; х =  30; 1ш а =  —0,01; Re а  =  +0,03. 
При выбранных значениях а п b функция n2(tJJ) возрастает в направле­

1 а1 1 «1 1 а1

1 +0,1239674 7 +0,1046582 13 +  13,75896
2 +0,1096013 8 +0,1314591 14 +21,09727
3 +0,1008661 9 +0,1679341 15 +26,84990
4 +0,0948734 1 0 +0,2204090 16 +31,88472
5 +0,0908171 1 1 +0,3186150 17 +36,49941
6 +0,0916870 1 2 +0,8093717 18 +40,83620

нии к поглощающей границе. Величины <х/ (Z =  1, 2 , . . .  18) с точностью 
до 7-го десятичного знака представлены в таблице.

На фиг. 1 изображены модули первых шести нормированных собствен­
ных функций |и>Д£)| в зависимости от координаты £ =  z / II  (номер
562



функции W|(£) совпадает с числом максимумов ее модуля внутри интер­
вала (0,1)). f л

Как видно из таблицы, последовательность {а;} изменяется немоно­
тонно. Наименьший коэффициент затухания имеет нормальная волна
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пятого номера. Нормальные волны с номерами I =  3, 4 . . .  7 имеют почти 
равные коэффициенты затухания. Именно они и вносят основной вклад 
в поле на достаточно больших расстояниях от излучателя. Коэффициенты 
затухания, начиная с номера I =  13, резко возрастают, что позволяет при 
расчетах поля ограничиться суммой конечного числа нормальных волн. 
На фиг. 2 представлен результат расчета |Ф |, полученный на основе вы-

раженпя (6) для -77—  0,5, —  =  0,9. По оси абсцисс отложена величинаН U
г

Ig—  (г0 =  100 м — начальпое расстояние), а по оси ординат —
г0

(—20 lg |Ф  /  Фо | ), где Ф0 =  Ф(г0). Из фигуры видно, что хотя суммарное 
поле быстро убывает с расстоянием, биения, образованные наложением 
нормальных волн с номерами I =  3, 4 . . .  7, по исчезают даже на очень 
больших расстояниях, поскольку каждая из них дает в поле примерно 
одинаковый вклад. В отличие от случая однородного волновода, где при 
г >- оо основную роль играет первая нормальная волна [3], в рассматри­
ваемом волноводе па бесконечности остается нормальная волна пятого 
номера, а первая нормальная волна не паблюдается.

Автор выражает признательность В. С. Григорьеву и В. Ю. Завадскому 
за внимание к работе и ценные советы.
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