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Для задачи о колебаниях тонких упругих оболочек, параметры кото­
рых мало изменяются на расстояниях порядка длины безмоментной вол­
ны в случае точечного источника, найдены решения в форме бегущих 
волн. Определены входные импедапцы в предположении, что отражен­
ные волны отсутствуют.

Исследование динамики оболочек представляет значительные трудно­
сти из-за громоздкости системы уравнений, описывающих их деформацию. 
В отличие от топких пластин для оболочек в общем случае характерна 
связь различных типов колебаний, вследствие чего приходится рассмат­
ривать одновременно систему трех дифференциальных уравнений относи­
тельно трех компонент вектора смещения. Коэффициенты этих уравнений 
содержат в сложных комбинациях параметры первой квадратичной формы 
средней поверхности оболочки -Д, ( cti<x2) и Л2(а ,а2) и главные кривизны 
qiidtiiz)  и ^2(a ,a 2) как функции ортогональной системы координат « ,а2. 
Аналитические решения имеются но существу лишь для малого числа ха­
рактерных для механики ограниченных оболочек краевых задач, отвечаю­
щих частным видам геометрии оболочек.

Однако при высоких частотах возможен более простой подход к задаче 
о колебаниях оболочек, предполагающий в первую очередь рассмотрение 
бегущих воли, так как отражение от границ и препятствий может быть 
рассмотрено отдельно, а в оболочках с сильным затуханием либо с силь­
ным рассеянием па неоднородностях (для среднего поля) отражение от 
границ может оказаться несущественным.

Мы рассмотрим ниже случай, когда величины A i, А 2, q i, <72 — плавно 
изменяющиеся функции, так что их изменение на расстояниях характер­
ного изменения поля X (длина волны) мало. Система дифференциальных 
уравнений будет при этом содержать лишь медленно изменяющиеся пара­
метры, и ее асимптотические решения можно будет искать в форме бегу­
щих волн.

Для описания колебаний оболочки воспользуемся системой уравнений 
технической теории оболочек, в форме, предложенной Власовым [1]. Су­
ществуют различные варианты уточнения этих уравнений, позволяющие 
сделать их применимыми при не слишком малых частотах. Однако в обла­

сти средних частот, когда выполняются неравенства k h ~  \ , где к =

необходимо последовательное обращение к трехмерной задаче теории упру­
гости. Разложение соответственных уравпеппй по малым параметрам типа 
kh и даст искомые поправки (см., например, работу [2 ]) . Ниже мы всюду 
предполагаем /с/г <  1. При этих условиях теория оболочек, развитая 
В. 3. Власовым, применима с достаточной точностью.

В символической форме уравнения движения имеют вид:

d2Ui „  L ihUh —  т — —  =  Pi
dl~

г, к  =  1, 2, 3.
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Напишем матрицу линейных дифференциальных операторов Ьхк в криво­
линейной ортогональной системе координат, заданной на средней поверх­
ности оболочки, причем первую квадратичную форму поверхности пред­
ставим выражением

dS~ =  A? da?

i =  1, 2.

В принятых Bi.iiue обозначениях

( 2)

1 1 О—  L, j  U j --------—
ь  Л, да ;{хп^;(ЛЛ)}+

U aU, = ± i  ,
В  Л, д а 1 \ А хЛ 2 да{
— (1 — V)

А г д

- ( 4 . £ / , ) } -

-  { ' ' м Лdo kZAxAo д (ll J

~ L l3[/s =  Z - J L  [ (g, +  q2) ил- (1 -  v ) - f _ L 1 / , ;
£  Ax dax Ax dax

L 3xUx =  -{qx  +  — —  (Л2{/,) +  (1 -  v) — ^ —(AzqzUx);
В  AxA2 dax A xA 2 aa,
1 Д2

~^L33U3 =  —  [ Д (q,2 +  qS) +  Д2] U3 +  (q , +  g2) 2f /3 -  2(1 -  v) q,q2U3]

B =
Eh (3)

1 - v 2’
где

4 — )
A ,A Z l  da, \  Ax dax I

A 9. d \ ^  d l  Ax d
(d a2 \  A 2 3 a; ) ] ■

Выражения L2AU\ L2<2U2\ L 2<J J Z\ LZ,2U2 получаются, если поменять места­
ми индексы 1, 2 в написанных выше операциях.

Будем искать решение системы (1) в виде

U, =  ateia{aiat) (4 )

при I =  1, 2, 3; сп, вообще говоря, функции от а ,; а2.
Следуя предположению о плавности функций ЛУ, qv (v =  1, 2 ), будем 

считать, что выполняются неравенства

1 дАу
<  \ к  1 1 * 1 <  \К  1

1 dq,
A v dav 1 q dav  1 q, 5a„

<  IК VI у (5 )

, 5 5
где ',:v — —  и V, |х =  1, 2. При выполнении этих условий можно, опреде­

ляя 5 (а ,, а2) путем подстановки выражений (4) в систему (1), пренебречь

в первом приближении производными от A vqv и а{ сравнительно с -----
ооСу

Можно показать, что следствием неравенств (5) является неравенство

1 /  d S  \ 2 1 d  / I  0S
А *

/ « . ) ■ > - L - L ( .
\ д а - J  А и д а„ \ A v д Ov )■ (6)
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физический смысл которого станет ясен, если ввести обозначение

—-----э где о) — '---- круговая частота, a СУ имеет смысл
А у 9(Xv Су Av

локальной скорости распространения некоторого типа волн. Подставив
со

С
в неравенство (6), получим

>.v д
ЛУСУ да*

(Cv) « l , (7)

т. с. параметр С\ слабо изменяется на расстоянии порядка длины волны.
Б качестве характерного примера рассмотрим волны, распространяю­

щиеся вдоль направляющей а, цилиндрической оболочки (#, =  1 / /?, qi =  О, 
Л2 =  1), имеющие компоненты U \ и U3. Полагая dx =  A id a l, получим систе­
му уравнений

~ ^ , +  4 “№ ) ~ P 4 / | =  0’ох Ох /оч
(о;

- Я
а д  й

дя 12 \ 3 * 4 За:2 /

мы получим систему
/

Л2 r?2t/3
Во втором уравнении можно пренебречь членом — ( Г с р а в н и т е л ь н о

А2 2л
с с/“Сз, так как их отношение имеет порядок — я , где к =  — - .  Подставив1Z t Л
в систему (8) решения в форме (4), т. е. и се1\  kdx, 
уравнений •

(А2 — ik' — р2) Ut +  (ikq +  q') U3 =  О,

-  ikqUl +  f  ~ { i k ' "  -  3 (к ' )2-  Ш "  -  ЫкЧс’ +  Л1) +  q‘ -  p A u 3 =  0.

12  (9 )

Приравняем нулю определитель однородной системы (9), сохранив чле­
ны с А н А':

(А:2 -  ik' -  рг) J-^(A 4 -  6ik2k')  +  q2 -  р2 J +  ikq (ikq +  q') =  0 (9a)

и будем искать к методом последовательных приближений

А =  к0 +  А| +  . . .  .

В нулевом приближении пренебрежем членами с к' и q' и получим уравне­
ние для к0

(ft.* -  / )  [ й°4 +  ?2 _  р2 ] ~  к°2̂ 4=8 °- (Ю)

Подставив затем /с0 +  А:, в уравнение (9а), мы найдем для Ai выражение

к, =
ika‘

~2к~

1 +
6ft2 — • (к02 — р2) — k0q ~  -

1 Z  /Со

а2
72 f t „ 4 +  д 2 -

1 +

2А:0> ! L ( k S  -  р*) -  q- 
12

Л2
72 ft.* +  -  А>:

(10а)
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Это выражение упрощается при высоких частотах, когда р 2 >  q2. В этом 
случае четыре корпя уравнения (10) соответствуют изгибным волнам, а

3 . к 0'
два — продольным. Для изгибных воли ~  — г-— , чему соответствует

Л Л'о
решение

и  i
Vi \ kadx

Для продольных волы

/с,

Соответствующее решение будет

и «

к 1'

1 . к,'

Y l ~k7

£ г | k0dx

~ W ~ ‘

(106,

(Юв)

В дальнейшем мы ограничимся случаем, когда к0 отлично от нуля во всей 
области существования решений. Поскольку к0 — медленно меняющаяся 
функция координат, при вычислении главной части поля мы не будем ин­
тересоваться видом знаменателей в выражениях (106) и (Юв), определяя 
лишь экспоненту.

Из шести корней уравнения (10) два по порядку величины равны 
к ,_2 — /;, остальные четыре

к 3 - 6 ( J L  )
U 7 1 2  /  '

( И )

Поэтому разложение многочлена в левой части формулы (10) на множи­
тели с точностью до ~ h zk2 сравнительно с единицей имеет вид

р 2 \ / „  ,  Р*(4*-Рг)
12 Г  h2

И
)  ( * +

откуда

k , \  =  (p2 - q 2) (а); к,16 =  - ^ -  (б).
К2
И

При /г  > q z мы получим отсюда оценки

(12)

(13)

к' \  q
~  —  <1  

. 2 Р*

( Ц  ( 7 \

\  к I з-6 р2 \  к2 I ,
и при q2 >  р2 ( — ) « 1 ;  ( j r )  ~ — < 1 .  0 4 )

Как видно, выполнение неравенств (5) влечет за собой выполнение нера­

венств (6) —(7). Интересно оцепить отношение g p  в волпах типа 13(a) 

и 13(6).
На основании первого уравнепня системы (9)

Uг _  к2 -  р2
и » =  ка

(15)
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Для волн типа (13а) при р2 »  q2 (высокие частоты)

и при д2 »  /г  (низкие частоты)

и*
и,  

и ,

(Юа)

_Р
3

(166)

Решения (13а) соответствуют безмоментным колебаниям, которые в пре­
деле q -*■ 0 переходят в продольные колебания топкой пластинки.

Для волн типа (136)

]
■/.

17, gfe

У12 г Л2г л* 1V» й2
Ь (р!- 2,1)] ~ Ъ Г

при р  >  q

и при р <  q

E i
и 3

E i
и 3

qh I й2 
—  p 

У12 \ 12
(17a)

qh / h

V12 4 2

v«
(176)

Решения (136) соответствуют моментным колебаниям, которые в пределе 
q -*■ 0 переходят в изгибные колебания тонкой пластинки.

Применим изложенный выше способ решения к общему случаю обо­
лочки двоякой кривизны. Поскольку в выбранном приближении мы пре­
небрегаем производными от параметров А У} удобно изменить масштаб не­
зависимых переменных, введя обозначения: .

dx =  A id a t; 

dy  =  A 2da2.
(18)

Отметим, что при вычислении второго приближения приходится учитывать
д А „

производные
0 а»

поэтому введение переменных я, */ по формулам (18)

уже незаконно.
Матрица величин Lik — р2б1Л имеет вид

Lu -  Р* =  к*  +  Е —1  кшх -  05
z  с

2

2
Z/12----- -—  кхки:

^13 =  (g. +  yqi) ikx.

L _  1 +  v /с /, ■•̂ 2.1 — Г 'Ч'Н? — Р2 =  к» +
1 — V

к*  -
СО'

с,;
(19)

£23  =  ( ? 2  +  vqi)ik,j.

L3I =  - ( g ,  +  vq2)ikx] й 32 =  - ( q *  +  vq,) ik

K-
Ln ~  P2 =  — I[ { К г +  К ) г - . ( к*г +  К )  (?12 +  <Ьг) ] -

1 м

О)'
+  (^1 +  Ы 2- ( 1 -  v )2g ,g2.

7 Акустический журнал, 2 225



(в первых двух уравнениях этой системы члены исключены, посколь­
ку они компенсируются производными от A v согласно условию Гаусса

д / 1 д А 2 \ +  д 
\ Л, da, / da2

/ 1 dЛ1 \
—  —т— =  -  A {A 2q,q2. 

\Л 2 о а 2/da, \ A t d a , /  da2 \Л 2 d a2
Система уравнений (19) применима в том случае, когда волны распро­

страняются в области, где координатные кривые av =  const (если они замк­
нуты) имеют характерный размер I >  X. В окрестности же полюса, т. е. 
точки, где / -*■ 0, введение системы координат (18) неудобно, поскольку они 
не будут совпадать с линиями главных кривизн (кроме случая сферы). 
В окрестности полюса один из параметров, например А ,, стремится к нулю, 
и для него не имеет места условие (5), хотя оно по-прежнему выполняется 
для величин gv. Если оболочка представляет собой тело вращения, то в 
окрестности ее пересечения с осью симметрии удобно ввести квазидоляр- 
ную систему координат (мы говорим «квази», чтобы подчеркнуть, что си­
стема вводится не на плоскости, а на криволинейной поверхности).

Для оболочки в виде тела вращения можно положить

Л, =  1; А 2 =  г (у ) ; da, =  dy, (20)
где у  — дуга, отсчитываемая вдоль меридиана.

Положим г (у) =  ур(у). где р(у) — медленно изменяющаяся функция,
sin 0

удовлетворяющая условиям (5). Например, для сферы Р СY) =  — ~— »

где у =  0 — полярный угол. Выражения 3) принимают в координатах
(20) вид:

д г 1 д л

Ьпи \  = — ------- —  (py^ i)Ov L DV J
1  —  V  о

L̂ m [
О у L py dy 

d n 1 d
U2

h
1

py da L 2py 0a
1 d1 1 d г

л , . l - ( l - v ) ----------- ----
о у L py da J py da L 1

=  —— [ (gt +  q2) U3]— (1 — v ) q 2 ,
Oy о у

2py Oy

dU*

(pY^b) j  •

L-nUi =

-̂ 22̂ 2 —

d г 1 d i
- H — г ( р д а  \d a l  py da J

L ov da J

PY 0 
1 d

- d - v )
d г 1 д 1
dyL 2py

py da L py
I d  (1 — v) Q\ d

L*U  3 = -----—  [ (g, +  g2) U3] +  ^ -------- —  —  C/3;
py da py da

L3lU, — — (<?i 3" #2)
1

---- -д— ( P Y ^  +  O -  v) 1 (q2pyUt)-,
py dy  py ay

1 d 1 — v d
L 32u 2 =  -  (g, +  #2) ------- —  U2 + -------* r ~ { q J J 2) ;

py dy py da

=  — [Д*-+ Л (?,2 +  ?22) ] +  (<?,+ д2) 2<У3 -  2 (1  -  v)g,

А =
ov L dv  \ f d v I

+
d

\p v  da / J
( 21)

py L dy \ dy /  da Vpy 
Осесимметричные решения уравнений (21) мы будем искать в форме

f/v =  a ^ H i l ) [ S (у )], С/3 =  й3/ /0(,> [5(y) 1, (22)
226



при v =  1, 2. Тогда система уравнений для а, может быть представлена 
матрицей коэффициентов

¥  - р г О
1 - v

О —  ¥  -  / г  
2 1

(?i +  vq,) к О

(g. +  vg2)/c 

О

А  ¥  +  q r  +  q 2 т  2vqlqzpi
J z

Л23)

Определитель системы распадается на два сомножителя. Первый дает 
уравнение

^ ¥ - р -  =  0, (24)

отвечающее автономным сдвиговым колебаниям со смещением U2, причем

О)'
кг =  p l \  рi =  9 - Q - (25)

Второй сомножитель дает уравнение

¥

или

(к2 -  Рг) Г —  ¥  -I- (д, +  д„)2 -  2 (1 -  v) g,g* - f  1 -  (g4 +  vg,) *ft* =  0.
L12 J (26)

£  f , ,  g 2 2 ( l - v 2 )  1 Г  „  _  P * [ ( g .  +  g » ) 2 - 2 ( l - v ) g , g » - p s  1  =

12 L A2 J L ' ' g22 (1 — vz) p2 J
12

(27)
Исследуем корни этого уравнения. Момептным (квазипзгибным) коле- 

баниям отвечают четыре корня:

. (27а)
/г

1 2
Рассмотрим частные случаи.

а) Конус. Волны распространяются вдоль образующих

? ,  =  0 ;  *  1 - 4  =
p2- ( l - v 2) q:

К1
12

(28)

Волновое движение возникает, начиная с частот, удовлетворяющих 
условию

р2>  ( l - v z)<zA (29).

Ниже этой границы источник порождает лишь неоднородное поле, 
б) Сфера. Здесь qt =  q2 =  q и

(зо):

12
Этот случай подобен предыдущему.

Безмоментным (квазипродольиым) колебаниям отвечают два корня:

*5-в =
рЧ (gt ■+ <hY +  2 (1 -  у)  g,g2 -  рг]

g / (  l - v * ) - p *
(31)
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1 + g2v
в) Конус. Здесь q{ =  0 и

k l 0 =  р2\ .  . ,
L g2 (1 -  v2)

При j r  <  q / (  1 — v2) мы получим
, 2 О)
* 5 - 0 =  —  Р,

(32)

(33)

т. е. волны распространяются со скоростью продольных волн в стержне.
При /г -+■ g22( l  “  v2)

*s-e со.
В этом случае условие kh <  1 становится неприменимым. В действитель­
ности соответственная мода колебаний переходит в изгибную. Для круго­
вого цилиндра это показано в работе [3 ]. Бегущие волпы появляются лишь 
начиная с  частоты

Р =  ?2. (34)

При р 00 мы приходим к случаю дисперсии продольных волн в пластин- 
ке къ—с ’Р •

б) Сфера. Здесь q, =  q2 =  q и

, г  p2[2<?2( l  +  v ) - p 2] 
Л’а-с —'

g2( l  — v2) — р2
(35)

При р2 <  д2(1 — V2) мы получим
2 _  0) р

т. е. волны распространяются со скоростью сдвиговых воли. При

(30)

Р ~ г  ( 1 - V2) ;  *5 -6 -*  с°.

Затем следует область неоднородного поля. Начиная с частоты р2 =  
=  2^2( l  +  v) вновь возникает бегущая волна. При р °° мы приходим к 
случаю дисперсии продольных волн в пластинке.

Отношение амплитуд продольной и поперечной компонент в волне каж­
дого тина можно найти из первого уравнения системы (23):

Ui__ (qi +  vq*)k
U3 “  к2 -  р2

Подставив сюда к  из выражений (27) — (36), убеждаемся, что для частот 
Р  >  q и для волн изгибного типа

*

в то время как для волн продольного типа

Общее решение для поля точечного источника состоит из двух момептных 
( S /  =  к и S 2' =  *2) волн и одной безмоментиой ( S /  =  к3). Волны, набегаю­
щие на источник, отсутствуют в силу условия излучения.

Получив систему корней характеристических уравнений, перейдем к па- 
писанию самих решений системы (21)

U3(r) =  а,Н0 и  к\ dr  ]  +  a j l 0 [  J  kz drj
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Ui(r) =  al$ ( k l) H l J  /с, rf/ J  + а 2р(/с2)Я , J  k..drj  +  a ,p (k3) H t J A jdrj;

(40)
где ki оиредсляются выражениями (37). Постоянные а, мы найдем из усло­
вий в полюсе оболочки.

При г =  0

® = 0 ,  £ / ,= 0 ,  ^ i . ^ ( r « i ) ] - £ .  (41)
dr

D =

dr  L r dr  
Eh3

12(1 — v*)

D  ■

Заметим, что / о'(0) =  / ц"'(0) =  0. Особенность Я о°(0) определяется осо­
бенностью функции Л/оГ1)(0), которая вблизи г —>0 имеет вид Л$°(г) =

= ------- (in — I . Индекс (п) означает номер производной. 3  л метим также,
я

что -у- — 7̂ =  Л2Л̂0 и на основании (27а) &2 =  i/rb Поэтому из

условий (41) следуют уравнения:
at +  а2 +  а3 =  0,

Pi«! + Р^г + рзЯз =  0,
р

к22 (а , — а2) +  а3к32 =
АО

(42)

Из первого и второго уравнений (42) и выражений (38)--(39) мы полу­
чаем отношение между амплитудами безмоментных и моментных воли 
при возбуждении оболочки нормальной силой:

ы ~ ы >

*  -  ( - 4 V ) « .  (43)Оч Рз
Решения этой системы суть

Р
a i = —  (p2- W ,  ------4 ^ А ( Р ,_ Р з ) ’ (44)

где
Д =  к,2(р. +  р2 -  2р3) +  Аз2 (р. -  Рз); «з =  —  (pi -  Рс).

Воспользовавшись выражениями (40) и (44), найдем компоненту ско­
рости У3 =  —m U 3 в точке приложения силы Р:

U: 1_
Y

ш Г 2 /с, 1
-  i(P. -  Рз) +  —  (pi -  р2)1п—  ,

L Л К *  л/ПА . - ,г . г-, ,г . г. , _ .  (45)р /j ADA L л . ki  J
где Z  — входной импедаиц оболочки. При высоких частотах (р2 >  ql) мы 
имеем | рз | >  |р .| и |рз| »  |р , | .т .е .

BD/c,2
z « ------- . (46)

0)

Для сферы V2). Для низких частот ( f <
' //ко2

(1 — v2)q2) входной имподанц является комплексным.
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Рассмотрим теперь колебания оболочки двоякой кривизны, возбуждае­
мой вдоль координатной линии а2 =  const. В этом случае в выбранном 
приближении волны распространяются вдоль координаты cti. В системе 
уравнений (19) нужно положить ку =  0; при этом получится система ал­
гебраических уравнений относительно кх, формально совпадающая -с си­
стемой (23). Поэтому остаются применимыми и соотношения (24) —(39). 
Решения имеют вид

и.л (.г) =  о / - '  Мг +  агГ  I №  +  а3Г$ ,hdx ,

U г (*) =  a f o l ' S  k'dx +  a2p2r l +  а.р3Г  W *  . (4 ? )

Граничные условия при х  =  0, т. с. U /  =  =  0, D U " '  =  Р  /  2, дают урав­
нения

(hiki — а>к{ +  adk3 =  0,

tfipi +  а2р г +  «зрз =  0,

— iklJal — к*а2 — i/c33a3 =
2D

(48)

Отсюда
ра. = ---------

2 DA
IIмв УУУ-

р ^  (ft 4- »ft \ •
Яз 2D Д ~Jj7'Pi ' Ф*/’

Л =  -  (|Р.--^р3) (*,* + *,*,*)- (fc +
Входпой пмпсданц выражается следующим образом:

Z - __________________________ 2DA_____________________ _____

и для высоких частот (р2 >  q2)

(49)

Z =
4 D A v 4Z >

c o ( l  +  0  со( 1  +  0  \  Z)

/ ( 9 ) - f f . f ( 1 - v 2). *
Из выражения для /(</) следует, что на входной пмпсданц, а также на 

расстояние затухания нагибной волны влияет кривизна в поперечном на­
правлении и при ?v„i> >  /? волна становится экспоненциально спадающей, 
а входной пмпсданц — мнимым.
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