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МЕГГОД ПОПЕРЕЧНОЙ ДИФФУЗИИ В ЗАДАЧЕ 
О ДИФРАКЦИИ ЗВУКА НА ЛЕНТЕ

А . В . П опов

Дифракция плоской звуковой волны на лейте анализируется с по­
мощью параболического уравнения в лучевых координатах. Задача опре­
деления дифракционного поля приведена к интегральпому уравнению, 
решение которого строится в виде сходящегося ряда последовательных 
приближений. Показано, что такое разложение соответствует рассмот­
рению последовательных дифракций на краях ленты и позволяет полу­
чить равномерную коротковолновую асимптотику точного решения за­
дачи.

Малюжинцем [1] было показано, что использовапие параболического 
уравнения и лучевых координатах (уравнения поперечной диффузии) 
[1, 2] в задаче о дифракции звука на клине позволяет найти коротковол­
новую асимптотику дифракционного ноля, не обращаясь к точному реше­
нию задачи. Уфимцев [3] вывел асимптотическую оценку погрешности, 
равномерную по угловой переменной во всей области, включая границы 
тени. Вычисления автора [4] показали, что приближение поперечной диф­
фузии дает практически точный результат, начиная с расстояния порядка 
одной длины волны от ребра клина. Это дает основание ожидать, что па­
раболическое уравнение в лучевых координатах пригодно для исследова­
ния дифракции на телах более сложной формы, в частности па много­
угольниках. В этом случае существенным является эффект взаимодействия 
«краевых» цилиндрических волн, расходящихся от вершин многоугольни­
ка. В данной работе па хорошо изученном примере дифракции на лепте 
(см., например, работы [5—7]) показывается, что уравнение поперечной 

диффузии в первом приближении правильно описывает взаимодействие 
краев лепты.

Рассмотрим двумерную стационарную задачу о дифракции плоской 
звуковой волны па акустически жесткой ленте — I /  2 <  х <  I /  2, у  =  О, 
— оо <  z <  о°. Пусть падающая волна звукового давления Р 0, не зависящая 
от координаты 2, приходит из бесконечности под углом ф0 к оси Ох (О <  
<  сро <  л ). В полярных координатах г, ф, определяемых равенствами

где к  =  2л /  Я — волновое число, которое будет рассматриваться как боль­
шой параметр задачи.

В приближении геометрической акустики при к  -> оо волновое поле яв­
ляется суперпозицией падающей волны и волны, отраженной от верхней 
стороны ленты

х  =  г cos ф, у  =  г sin ф, 0 <  ф <  2л, ( о

(2)
она имеет вид

о — ь

(За)

(3)
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р г — соз(ф-«?0> (36)
■в остальной части плоскости. Здесь введены полярные координаты г, ф 

и г, ф, связанные с краями ленты (см. фигуру)
. I -  — I + +

х +  -я- =  гсозф, =  — г cos ф, ,
 ̂ Z 0 < ф < 2 л .  (4)

у  =  г  sin ф, У =  — г sin ф,

'Функция Рг удовлетворяет уравнению Гельмгольца ДР +  &2Р =  0 всюду,
кроме границ тени <р =  л ±  ф0, ф =  я ±  (л — ф0) , где она терпит разрыв, 
и краевому условию дР /  ду =  0 па обеих 
•сторонах ленты.

Следуя Малюжппцу [ 1 ], будем искать 
решение задачи в виде

Р  =  Р, д» (5)
где дифракциоппоо поле Р д представляет 
собой суперпозицию двух цилиндриче­
ских волн, расходящихся от краев ленты.
Функция Р д должна удовлетворять урав­
нению Гельмгольца и условию излучения 
и компенсировать разрывы геометрическо­
го поля Рг. Кроме того, для нее должны 
выполняться краевое условие дРя/ д у  =  О 
на ленте и условие, исключающее источ­
ники на ребрах ленты.

Выделяя быстро осциллирующие множители е%кг, eikr и используя сим­
метрию задачи, можно выразить дифракционное поле Р д через плавно ме­
няющуюся функцию трех переменных и (р, ф;ф),  которую будем назы­
вать волновой амплитудой:

+ +
Р д =  и (р, ф; ф0) — е ^ а  (р, ф; я  — ф0). (6 )

Здесь введены безразмерные переменные р =  к г ,  р =  Ат, р =  Ат. Функция 
ы(р, ф; Ф) зависит также от параметра о =  Ы, представляющего собой без­
размерную ширину ленты.

Волновая амплитуда гг (р, ф; ф) разрывна на границах тени ф =  я  ±  ф, 
где она компенсирует разрывы поля геометрической акустики и, вообще 
говоря, на продолжении ленты ф =  я, где должно быть непрерывно лишь 
полное дифракционное поле Р д. Для удобства обозначим ее значения в сек­
торах 0 <  ф <  я  — ф, я  — ф <  ф <  я, я  <  ф <  я  +  ф, л +  ,ф < ф < 2 я  через 
ит, т =  1, 2, 3, 4. В каждом из секторов волновая амплитуда ггт (р, ф; ф) 
асимптотически (при р °°) удовлетворяет параболическому уравнению 
Малюжинца [2] в лучевых координатах р, ф:

i . i ^ L - 0  (7)
др р р2 ду*

. д ит . ит
21------ +  i —  -I-

и условию ограниченности (вытекающему из условия на ребре [4] ) .  Гра­
ничное условие дРл /  ду  =  0 дает для волновой амплитуды уравнения

ди 
д ф 

ди*.

(Р. 0; i|>) =  0,

дф
(р, 2ге;гр) =  0,

(8)

(9)
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а условия скачка принимают вид

ди.г дщ
—  (р, те — -ф; -ф) — —̂
0ф О ф

щ  (р, я  — ф; ф) — щ  (р, л  — -ф; ф) =  е 2

dut ди3
(р, л  +  ф; ф) -

дф дер

=  0, (10)'

г — cos Ф? 2 ? (11)-

) —о, (12)

г — cos Ф2
• (13)(р, я  +  ф; ф) — и3(р, я +  *Ф; *Ф) =  в 2

Чтобы обеспечить гладкость решения на продолжении лепты, достаточно 
потребовать

д и 3 . . д и г
( Р , я ;  *Ф) “  — — (р, я ;  ф) =  О, (14>

<9<р '  ¥ / . д ф

Мр>я;  if) — u2(p, я; ф) =  efa[tt,(p +  a, 0; я  — ф) — ы*(р+о, 2я; я  — ф) ].

(15)
Сформулированные условия позволяют однозначно определить волновую 
амплитуду и (р, <р; ф ).

Замечая, что функция p_,/,e",W2p- vs при любом s является частным ре­
шением уравнения (7), будем искать ограниченное при р -> 0  решепие за­
дачи (7) — (15) в виде

ит (Р, Ч>; Ф) =  7 7 = -  J в  ’ 2р WGm(s; ф ) * ,  т =  1 , 2 , 3 , 4,
Г Jtp -

сх>

(1в>
где Gm (s; ф) — некоторая аналитическая функция, обеспечивающая рав­
номерную сходимость интеграла в правой части. Условия (8) — (15) при­
водят к системе функциональных уравнений для Gin(s\ ф). Для выполне­
ния условия (8) необходимо и достаточно, чтобы функция G i ( s ^ )  была 
четной по s :

Gi(s; ф) -  G ,( - s ;  ф) = 0 .  

Аналогично из формулы (9) следует

(17)

В силу тождества
e-2*sG,(s;  ф) — ф) = 0 . (18)

со

У2яр
J e~i,,,Ie ds  =  1 (19)

(20)

условия скачка (10), (11) приводят к соотношению

ГУ I  . 7  ГЛ / .4  t  ~  COS ф +(я -ф )вG2 (.9; ф) — (?! ( s ;  ф) =  е 2

а уравнения (12), ( 1 3 ) —к

G, ( . ; * ) - С,  («; , )  =  , ‘Т  » « • « ■ .  (21)

Наконец, условие (14) даст уравнение

*-*•[<?,(*; * ) - в г ( з - % ф ) ] - ' e" > [G 3( - s ;  ф) - С 2(-« ;  ф) ] = 0 ,  (22)
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с  учетом которого условие непрерывности (15) сводится к интегральному 
•соотношению

W

J e~ie'npe - ns[Gs($; ф ) -  G2(s; ф) ]ds  =

(23)

=  <?,01/ —-—  f e~is2/2(Q+a) [G,(s; я  — ф) — Gk(s; л  — ф) ]ds, 0 <  р <  «>.
г р +  о Jо

Исключая из уравнений (17) —(22) функции аргумента — имеем

Gi (s ; ф) =  -e**9Gt (s ; ф ). (24)

Таким образом, все искомые функции оказываются выраженными через 
-Gi (s; ф ). В частности,

i —  c o s  Ф
е~™ 1&з (5; Ф) — С2 (s; ф)] =  — 2 [ch я . ^  (s; ф) +  e 2 ™ T ch ф.9] (25)

л уравнение (23) принимает вид

00 . о
§ e_i6t/2p [chjw G j (гг, ф) +  е 2 c°s '’’сЬ ф з) ds
о

=  — eia 0  ̂  e~is2/2(p+o) (iS.; я — ф) ds. (26)

Заменой переменной можно свести интегральный оператор в левой части 
к преобразованию Лапласа и обратить его. Тогда, меняя порядок интегри­
рования в правой части, получим следующее интегральное уравнение для 
функции G,:

i  co s  Ф

=  — ei(J

ch ns Gl (s; ф) +  e 2 ’ ch фs =
ein/4 oo

У  2ло
^  e - i(c c -s )V 2a Ql  л  —  Tj,) ( f o ; . (27)
-oo

Его решение полностью определяет искомую волновую амплитуду по фор­
мулам (20), (21), (24) и (16).

Будем решать уравнение (27) методом последовательных приближе­
ний, полагая

со

Gm(s; яр) =  G,,!"’ (s; яр),
n« = 0

где

G<°>(S; яр) =  - Д С03̂ ,
С П  Л 5

(28)

/-» (n+i) / . \ СGi (*; ф ) = -------------
1 ( 0 + л / 4 )

ch ns У 2ло
—  оо

Исследуем сходимость процесса. Оценим G,(,):

J  е - Ц х - , ) Ч 1о  G f " >  ( x ; n _ i p )dx .

G,<0 (s; яр)
сЬ(л — ф)я

У2лосЬл$ j ch лх
- — J dz =

— со фV 2ло sin —  ch ns
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Предположим теперь, что | | ^  с /  ch я s. Тогда
оо

|G 1(n+1) (5;-ф) J dx

У 2ло  сh ns J ch nx V2яо ch ns— oo

Таким образом, ряд (28) мажорируется геометрической прогрессией 
с знаменателем (2яа)~ ,/г и, следовательно, сходится при о >  (2 я )-1.

Разложение (28) имеет простой физический смысл. Легко проверить,, 
что отдельные члены ряда соответствуют волнам, возникающим при после­
довательной дифракции на полуплоскостях, образованных продолжением 
лепты в ту или другую сторону. Ряд (28) является асимптотическим при 
о =  Ы -*■ оо и позволяет определить первые члены разложения решения 
задачи по параметру о~ч\  Отбрасывая члены порядка o"s/a, имеем

i  co s  Ф c h  - i  co s  ФGx(s; \\)) =  — е 2
ch ns

+ е
. ф , sin -ту- ch ns 2

i c o s  Ф
e 2

где
,i(a+n/4)

У2яо

Ф , rcos -и- c hns

(2 9 >

(30)

Вычислим характеристику направленности рассеяпной волны. В угловой 
области 0 <  ер <  я  она определяется выражением

-  lim<H*/4 1 /
С-юо V

Ф ( с р )  =  Ц щ е - * < е + п '4> 1  /  
Р-ЮО V

я£ р  _  
2 я -

яр , i -2- cos ср 
2 " Iе (Р5 Фо)

-г —  c o s  Фе г и ( р ,  я +  ф ; я  — ф о ) ] .  (31)

Подставляя в формулу (16) выражение (29) и вычисляя интегралы от ги­
перболических функций, получим

ф  (ср) =  _

+  Y

ef(e+po) cos cos -у- — sin sin ~

0 * 0 “  Po)

2 cos -$-sin  (f)°

cos ф

+

C O S  ф о 

e-W-M

+

-  Y

2

**№+&>)

2
о • Ф Фо 2 sin -J - cos^ e

2 cos cos -y-

e-iO+Po)
0 . ф . Фо 2 sin-TT-sm-—

( 3 2 )

о о
Здесь P =  —  cos ф, p0 =  —  cos cp0. Для я  <  ф <  2я характеристика на­

правленности определяется из соотношения Ф(ф) =  —Ф(2я — ф). Выраже­
ние (32) удовлетворяет принципу взаимности и в пределах своей точности 
совпадает с асимптотикой строгого решения задачи (ср. [5, 6]) .

‘Формула (32) теряет смысл, когда угол наблюдения ф приближается 
к 0 или к я. Дело в том, что при ее выводе использовалась равномерная 
сходимость интеграла (16), которая нарушается, если точка наблюдения 
г, ф лежит в окрестности границы тени или продолжения ленты. Чтобы по-
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лучить равномерную по <р коротковолновую асимптотику дифракционного 
поля, преобразуем выражение (16) с помощью тождества

ch (я  -  a  )s_=  е_а> +  е_л< sh as
ch ns  ch Л5

Таким образом, для «первичпо» дифрагированной волны

еи

(33)

in/*. 00

и Т  (р, «р; ф) =  - = ■  (  g T  (s; ф) ds
1 / 9  TWA JУ2яр

(34)

мы получаем единое представление, справедливое при 0 ^  ср ^  2я:

г  —  COS Ф
ii(°) (р, ср; ф) =  е 2 [w (р, ср — Я -Ь ф) +  W (р, ср — я  — ф)]. (35),

Здесь

е»я/4 оо
w (р, а) =  ----  f e“W2p Гsgn ae~,aIs +  е

У2яр J L
—

s h  as >■ ■ ■ - ■
c h  Я $

j  ds. (36)

Исследуем поведение w(p, а) при p Интеграл от первого члена в
формуле (36) сводится к интегралу Френеля

-Ы/к
F(z)  =  s g n  z e “ 1’22 _  ■ f  d£

Уя J
(37)

i* i

Второй интеграл равномерно сходится при |а |  ^  2я — е, т. е. во всей об­
ласти изменения угла ср. Его асимптотику молено найти, разлагая экспопен- 
ту по степеням р-1. Первый член разложения равен

Л я / 4 оо

У2яр I е"я‘s h  as  

c h  Я 5

in/*
ds =

У2яр I л . а  а
2 s n T

(38)

Следовательно, заменяя в выражении (35) функцию w(pya)  выражением

w (р, a) = f (а ]/-£-) ,in/k
+ ---- ---

2 > У2яр
1

(39)

2 sin
a  а

мы получим равномерную асимптотику функции и(0), совпадающую с 
асимптотикой дифракционного поля полуплоскости [3]. Вдали от грапицы

тени, при м У - >  1, в силу представления

F{z) еinf4

формула (39) принимает вид
Jz|-*x> 2z У  я

(40)

w(p,  a)
.fit/*

а
(41)

2 sin —  У2яр
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Аналогично находится асимптотика «вторичной» волпы

(р, ф; -Ф) =
Л я / 4

со

$е ‘2Р ** G $  (s-, ty)ds,
V 2np

возникающей при дифракции волны вида (35) на другом крае ленты:
е1(о+п;4) / рд

(42)

(У
цМ (р, (р; ф) ж  — 2е 1 2 C°S Ф

sin У  2л  (р +  о)
W

,р +  <г
ф — л (43)

Эта формула согласуется с результатом Уфимцева для задачи дифракции 
цилиндрической волны на клипе [3]. Можно написать это выражение в бо-Лл/'к
лее симметричном виде, заменяя величину

sin 1
2

эквивалентной ей
У2яо

функцией 2w(o t of):
. / _ а

(р, ф; ф) — Ае v 2 

, г (о- ~  cos ф)
да — Ае \ 2 >

COS ф|
w  (а, ф) w

1/7
’ <p_n)v/A а

р +  а

х ^  [(ф -  Л) ;
оа j+

]/ 2ла

1̂я/4

2 sin
ф X

2 ( p + o ) J  j / 2  ли 1 2-1цф~~я Ф _ Я

(44)
Это дает при переходе к характеристике направленности выражение, удо­
влетворяющее принципу взаимности (ср. работу [7]) .

Основным результатом настоящей работы является аналог теоремы 
Шварцшильда (см., например, работы [5, 7] ) :  рассмотрение последователь­
ной дифракции на краях ленты в приближении поперечной диффузии при­
водит к сходящемуся ряду последовательных приближений, асимптотиче­
скому при к оо. Этот факт имеет место и в случае произвольного выпук­
лого многоугольника. Таким образом, при использовании параболического 
уравнения для расчета дифракции на многоугольнике два способа — на­
хождение «самосогласованного» ноля с помощью системы интегральных 
уравнений типа (27) и метод последовательных дифракций — эквивалент­
ны. В работе показано, что первые два из последовательных приближений 
согласуются с асимптотикой точного решения. Следующие итерации тре­
буют использования более точных уравнений для каждой из «краевых» 
волы.
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