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Решена задача об излучении частично экранированным цилиндриче­
ским пьезокерамнческим преобразователем с учетом влияния нагрузки на 
форму его колебаний. Приведены результаты расчета звукового давления 
и колебательной скорости у  поверхности преобразователя, частотных ха­
рактеристик звукового давления и характеристик направленности при 
различных углах экранирования и различных толщинах стенки цилиндра.

Цилиндрические пьезокерамические преобразователи, совершающие 
радиально-симметричные колебания, обладают, как известно, широкой по­
лосой пропускания при излучении в жидкие среды [1 ]. Для формирования 
направленности, необходимой в ряде случаев, часть излучающей поверх­
ности цилиндра обычно закрывается звукоотражающим материалом, ко­
торый, например, может обладать малым входным импеданцем (мягкий 
экран). Наличие экрана может оказать существенное влияние пе только 
па направленность преобразователя, но и па форму его колебаний, частот­
ные характеристики и т. д. Б связи с этим представляет определенный ин­
терес исследовать влияние углового размера экрана на основные характе­
ристики преобразователя в режиме излучения.

Рассмотрим пьезокерамический цилиндрический преобразователь, име­
ющий внутренний радиус r =  af наружный — г  =  Ь, часть поверхности ко­
торого с угловыми координатами | а  | <  а 0 соприкасается с бесконечно 
тонким абсолютно мягким экраном, в то время как оставшаяся часть по­
верхности цилиндра а 0 <  |ос| <  л нагружена па жидкую среду. Цилиндр 
мы считаем бесконечно длинным и поляризованным в радиальном направ­
лении. Возбуждающее электрическое поле полагаем не зависящим от 
угла а.

Потенциал <р и смещение и' в жидкой среде могут быть представлены 
в виде *

где 1с0 =  о  /  с0 — волновое число в жидкости.
Для определения колебательного поля в пьезокерамическом цилиндре 

воспользуемся уравнениями движения единицы объема твердой среды:

(1)

и ' =  g r a d  ср ,

dorr
dr

d O a r i dOacc. . 20ar

L + -------—  + --------
r  d a  r

(2)

Временная зависимость предполагается в виде exp (—eco/).
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где р — плотность пьезокерамикн, и г, иа — радиальная и азимутальная 
компоненты смещения, о гг, оаа, оаг — компоненты напряжений.

Пренебрегая анизотропией пьезокерамики и прямым пьезоэффектом, 
компоненты напряжения можно представить в виде

огг

@сш.

=  (r ,2 I 1
dua ^ Ur ' dur _ p fP) p

\  r da r  >
J t Ci p

dr

=  (c«2-  2c,2) p
du , 
dr

-  +  C ,2p  (
1
г

dila +  
da

u r \
d a )

-  e3lE

ГТ =  os o (
dua Ucc + 1 du, \k>ar — W

P \ dr r
l

r da )■

Здесь с,, Ct — скорости распространения продольных и поперечных волн, 
e3i, е33 — пьезоэлектричес1ше постоянные, Е г — радиальная компонента 
напряженности электрического поля.

Решение уравнений (2) представим в впдс

где

_<?<р 1 д\\>
дг г да

1_<9ср <9ф
г д а  дг

ф =  В к (г) cos па,  ф =  У ,  Сп (г) sin па.
71 = п=О

Подставляя выражения (3) —(5) в уравнения (2) и учитывая, что 
div D =  О (D — индукция), получим

dJB 0  ̂ 1 dr В  о  ̂  ̂ 2 1 \  dB о _  e3i U
~dt~  V ~ d i T  Г \ 4 ~ )  рct2 r2 ln(b/a)  ’

где k[ =  о /  Ct, U — электрическое напряжение на обкладках цилиндра. 
Для определения неизвестных коэффициентов Вп (п^= 0 ), путем подста­
новки выражений (3) —(5) в уравнение (2 ), можно получить систему 
двух однородных уравнений 3-го порядка.

Однако эти коэффициенты могут быть найдепы более простым спосо­
бом. Учитывая однородность этих уравнений, можно утверждать, что

ф ' =  ф  - В 0 (г) (7).'

п \|э будут удовлетворять однородным уравнениям Гельмгольца

V 2cp' +  W  =  0 , V2i|) +  kt2̂  =  О,

где к, =  со /  ct.
Интегрируя неоднородное уравнение (6), получим

dB0

dr
=  [А +  xUD, (ktr) ]I х (ktr) +  [ B - x U D 2 (ktr) ]N t ( к г ) ,

где Л, В — постоянные интегрирования, х = ne3t
2 pci2 ln(b/a)

h[r
D l (klr) =  Г dxj D>(kir)=  f I l ^ — dx. 

у х  у х

htr

kta

(8)

(9>
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Из уравнений (8) следует
оо

[Bn'In(k,r) +  B n"Nn(k,r) ] cos па,
П = 1

оэ

у  = £  [Cn'I„ (k,r) +  Cn"Nn(к,г) ]sin  па.
п=* 1

Коэффициенты А , 5 ,  Л п, В„'\ Сп', Сп" подлежат определению пз гра­
ничных условий.

Граничные условия для рассматриваемой задачи следующие:

Or г I r=a =  Oar | г=а =  Оаг | О»
а гг|г-ь =  -р |г -ь  при |а |  < я ,  (И )

где р  — звуковое давление в жидкости, *

р | г=ъ =  0 при I се [ < а 0 и
(11а)

иг \г^ь =  и / \ г=ь при а 0 <  |а |  ^  л.
Граничные условия (11) позволяют выразить совокупность коэффициен­
тов А у By Впу В  у” у Сп у Сп" через совокупность коэффициентов А п разло­
жения потенциала смещения в жидкости (1) в виде

л = (î  + MoOtf, B =  ($3 +  $M)Uy

pi =  Фз (Ага) Ф2(/С/Ь) — Ф2(А*а)Фз(/с^) ],

р. =  Y  РоС„г (к'Ъ) *н}1) ( к0Ь) Ф2 (к,а) , (12)

Рз =  [ ф 1 (kid) Фз (к,ь) -  Ф, (к,Ь) Ф з {к,а) ],

=  А - рос„г(ксЪ)41о° (к„Ь) Ф, (к,а),

где р0 — плотность жидкости,

Д =  Ф ,(&!а)Ф г(&;£>) -  ® 2(/c ,a )® i(/c ,6 ),
Ф1 (.г) =  с?рх10 (х) -  2с,2р/, (г ) , <МЖ) =  c 2pxN0 (x) - 2 c l2pNl (x),

Фз (х)  =  e33/ ln —  — ^ [ B l ( x ) ( P i ( x )  — D 2( x ) Q ; ( x ) ] ;

в / T i n ) t in)A n\1-J
Д‘«> " (

В," *= L M
A  <n)
Лгз A ' -
A (n) n

& n)A n'

с : L M -Дга A
Д‘-> n f

\ } " A 9',

Г  " — L M ■A=‘ A  ' -  1$}n) A 'O n Д ( п »  П
/8 »

(13)

(14)

(15)

(16)

* Экран со стороны жидкости предполагается также абсолютно мягким.
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где L ln) роС<?[к0Ь)2Н(п (k0b), Л п' — А п/ (bU) , Д —алгебраические 
дополнения определителя

л / ’0 (к,а) Л2(п) (А,а) Л/"’ (А,а) Л4 п> (А,а)

Л Г ’ (А,А) Л2(п) (А,Ь) Л31п) (А«А) д 4<п) (А«Ь)

Л5,п) (к,а) Л«1п) (А,а) Л7Ы (А,а) д 8(п> (А,а)

ЛГ° {кib) Лв<п) (А,А) Л7(п> (А«Ь) д ,,") (А,й)

Я.(П> (*) =  р ( -  с,*ж*+ 2 c ,V )/„  (ж) -  2рс(гж/„' (ж), 

Лз(п> (г) =  р ( -  c ,V  +  2c,2nz) N n (ж) -  2рc,zx N n' (ж),

йз<п1 (ж) =  2рс,2и[ж/„' (ж) — /„  (ж) ], 

Л4(п) (ж) =  2рс,2/г[жЛп' {x) — N n (ж) ],

(п) Л з1п>(ж)
• f f  5  (ж) =  -  -

рс< 2 »

Сп)
Д Г  (*) =  (о:2 -  2 п2) 1 п (х) +  2 x1  п’ ( х ) ,

( п )

причем
Л8Ч (х) =  (х2 -  2n2) N n(x)-+ 2xNn' (х ) , 

1п' ( ж )  =  - / л - х )  ,  Л Г / ( ж )  =  -dNn{х)
dx dx

Радиальная составляющая смещения в пьезокерамическом цилиндре на 
основании формул (12) — (16) может быть представлепа в виде

с о

ит (г) =  U  [  Л о'Л/о (г) +  Л/j  (г) + , ^  А п'Тп (г) cos геа] , (17)
п= 1

где
M o { r )  =  p2/,(A,r) +  PiA'j (/с,г),

М ,  (г) = р , / ,  ( / с , г )  + t W V ,  ( / с , г )  + - / . [ Д ,  ( / с , г )  / ,  ( A r , r )  -  D2(k,r) N,  ( к,г)  ] ,

У п (г) =  (к,Ь)  [ р 5( п > / „ ' ( А , г )  +  р „ ( я ) Л / (к,г) ] + Ъ / г - п [ & п) / „ ( Л , г )  +  р , ( п )  ( А , г )  ] .

Коэффициенты А п'  определяются с использованием оставшегося смешан­
ного граничного условия (11а). Метод определения звукового поля при 
смешанных граничных условиях, заданных на цилиндрической поверхно­
сти г =  Ь, предложен в работе [2 ]. Этот метод основан на аппроксимации 
потенциала звукового поля, задаваемого выражением (1), полиномом

m
<p(m> =  ̂  А пП,{,1) (к„г) cos па, (18)

пг= О

коэффициенты которого определяются из условия минимизации квадратич­
ного функционала [2].
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Применяя такой метод для найденного распределения смещения иг 
(формула (1 7 )), мы приходим к решению следующей системы линейных 
алгебраических уравнений относительно коэффициентов А,/:

я

£&ofrCov0) ”  Нх' (kob)Mo(b) |  cosvarfaj А с' +
« о

ят  я

+  ^  (k0b)Tn(b) J  cos па  cos va da  j  A n' =
Пшш1 a0

=  II/  (/c06)i¥ , (6),  v =  0 , 1 , 2 , . . . ,  m,

Hv(x) =I y ( x )  +  iNy(x) , Hv(x) =  Iv(x) - iNv(x ),
(1 9 )

/Д/  (*)
dffv(*)

dx
p  (0) _ C,V

“ *7"
C'nv — коэффициенты, вычисленные в работе [2].

Решение системы уравнений (19) позволяет определить основные ха­
рактеристики звукового поля как в жидкости, так и в пьезокерамическом 
цилиндре нри любой толщине стенки последнего.

Для обычно применяемых пьезокерампческих цилиндрических преоб­
разователей относительная толщина стенки х =  (Ь — а) / а невелика и ле­
жит в пределах 0,05—0,2. Это даст возможность упростить систему урав­
нений (19). Входящие в решение цилиндрические функции аргументов 
kib и ktb представляются рядами по степеням малого параметра т в окре­
стности г  =  а. Удерживая в этих разложениях число членов, необходимое 
для получения первого приближения функций М 0 (Ь\), М У(Ь),  Гп(6), вхо­
дящих в систему уравнений (19), приведем последние к виду

Ра Ci -  СиХ

(20)

=  — *оУ #о(!/)н —  .,
р c fa r ( Х +  х ) — A ctz cltx

. ( ) _ ___и , , ______ e3iclt/ lп h -  xpcz4
1 я Т p [ c /V ( l  +  т) — 4С|2(С|« +  С|2)]

Т п ( Ъ) =  р о С о У Я Л г / ) - ! ^ , 2̂ 2^ 2 -  2 п 2) -
Д1

— 2с 2п2 • (g4 — 2 x 2q2) +  [ 2 ct2q!,{x2 — п2) — 2 сих 2д2п2 ]х)}
Д4 =  {pc,V[ (g2 -  2/г2)2—4/г2] - 4 p c ,W ( g 2 +  и2д2) +

+  4 pcl2clV n 2(g2 -  2rc2 +  2) +  4p c ,V (g 4 +  2тг4д2) +
+  4pctV g 4( l  -  /г2) +  Apcfcurilx 2q2} t, 

где
я =  g =  Ar0fo, g =  А,я, A =  b /  a, c« =  c f  — 2сД 

Коэффициенты Л ,/, найденные из решения системы (19), позволяют опре­
делить:

а) звуковое давление в дальней зоне —

р (а, г) =  р0с02/с„21 / - Д -  ъ и е ^ - яМ У  А е
п = 0

—tnn/2 cos тга, (21)

б) звуковое давление в жидкости v поверхности преобразователя 
(г =  6) —

7П

р (а ) =  р „ С о В Д Я ^ Л п'Я „ ( ^ )  cos па;
Tics 0

(22)

в) радиальную составляющую колебательной скорости в жидкости у
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(23)

поверхности преобразователя (г =  Ь) —
т

v (сс) =  c0k02bU е ~*я/2 А п'Нп' (&o6)cos па.
и—О

По формулам (21) — (23) были проведены численные расчеты на ЭВМ 
Минск-22. Коэффициенты А /  определялись из решения системы (19) с ис­
пользованием формул (20). В качестве материала цилиндра предполага­
лась пьезокерамика ТВК-3, в качестве внешней среды — вода.

Расчеты, проведенные для различных значений т, показали, что, начи­
ная уже с значения т  =  7, как характеристики направленности, так и ча­
стотные характеристики звукового давления в дальней зопе на акустиче­
ской оси практически совпадали, хотя для распределений звукового 
давления и колебательной скорости в 
жидкости вблизи цилиндра при т =
=  7 эти изменения были еще замет­
ны. Приводимые далее графические 
зависимости были рассчитаны при 
т =  12.

На фиг. 1 в качестве- приме­
ра представлены распределение зву­
кового давления при г  =  Ъ (кривая 7) 
и радиальной составляющей скорости 
в жидкости при г =  Ь (кривая 2 ) для 
а 0 =  90° для пьезокерамического ци­
линдра с h =  1,1 па резонансной ча­
стоте. Видно, что в области, где рас­
положен экран ( 0 < | а | < а 0),  зву­
ковое давление составляет пе боль­
ше 10% от максимального давления 
на излучающей части цилиндра, что 
можно считать достаточно хорошим 
приближением.

На фиг. 2 представлены зависи­
мости амплитуды {а) и фазы (б) ра­
диальной составляющей скорости 
при г =  Ъ па излучающей части ци-

Фиг. 1 Фиг. 2

линдра для ряда углов экранирования и толщин стенок. Цифры на кривых 
соответствуют следующим значениям параметров:

1 -  h =  1,2; а 0 =  9,0°, я =  0,83; 2 -  h =  1,2, а 0 =  120°, я =  0,83;
3 -  h =  1,05, а 0 =  90°, я =  0,78; 4 - 1 г  =  1,05, а 0 =  90°, *  =  1,2.

Выбранные значения х  соответствуют резонансам частотных характе­
ристик (см. фпг. 3, 4 ). Из фиг. 2 видно, что с уменьшением толщины стен-
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ки увеличивается спад амплитуды по мере приближепия к краю экрапа. 
Видно также, что изменение фазы скорости не превышает в большинстве 
случаев ±10°. В некоторых случаях (кривая 4  па фиг. 2, 6 ) изменение 
фазы достигает существенной величины (~70°).

Зависимости звукового давления на акустической оси в дальней зоне 
от частоты представлены на фиг. 3, 4. Номера кривых на фиг. 3 соответст­
вуют следующим значениям углов экранирования: 1  — =  60°; 2  — а 0 =
=  90°; 3 — ссо =  120°. Сплошные линии относятся к цилиндру с h =  1,2; 
штриховые — h =  1,1. Нормировочное значение р0 ранпо £/езз(роС02 /  9c~i) • 
• | 2 / л т .

Из фиг. 3 видно, что с увеличением а 0 уменьшается полоса пропуска­
ния и возрастает величина звукового давления; резонансная частота не­
сколько возрастает. Последнее обусловлено уменьшением соколеблющейся 
массы жидкости с ростом угла экранирования. Из фиг. 3 также видно, что 
с уменьшением толщины стенки намечается появление второго высоко­
частотного резопанса. Его появление при умепьшепии h связано с возра­

стающей ролью высших форм колебаний, особенно первой. Это хорошо 
видно из фиг. 4, где приведены частотные характеристики цилиндра с ма­
лой толщиной стенки (h =  1,05). Цифры на фиг. 4 соответствуют: 1 — а 0 =  
=  15°; 2 -  ао =  60°; 3 - а 0 =  90°; 4 -  а 0 =  120°; 5 -  а 0 =  135°.

Наиболее сильно выраженным высокочастотный резонанс оказывается 
при величинах а 0, близких к 90°. Асимметрия нагрузки при этом оказы­
вается наиболее благоприятной для возникновения первой радиальной
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формы колебаний. Именно это обстоятельство объясняет ход кривой 4 па 
фиг. 2, б.

На фиг. 5, 6 приведены характеристики направленности на резонанс- 
пых частотах при значении параметра Л =  1,2 и h =  1,05 соответственно.

Цифры на фигурах соответствуют: 
фиг. 5: 1 — ссо =  60°, 2 — а 0 =  90°,
Я — а 0 =  120°, 4 — а 0 =  135°; фиг. 6:
1 — а„ =  90°, 2 — ссо =  120° (низкоча­
стотный резонанс), 3 — а 0 =  90°, 4 — 
сс0 =  120° (высокочастотный резо­
нанс). Анализ характеристик направ­
ленности показывает, что влияние тол­
щины стенки мало сказывается па ши­
рине характеристики па правленпости. 
Это видно из кривых фиг. 7, где приве­
дены зависимости ширины характери­
стики направленности на резонансах от 
величины угла экранирования а 0 при 
различных значениях h  (для цилиндра 
со значением h =  1,05 анализируются 
характеристики направленности на низ­
кочастотном резонансе). Нумерация 

кривых соответствует: 1 - h  =  1,2; 2 -  h =  1,1; 3 - h  =  1,05. Из кривых, 
представленных на фиг. 7, видно, что наименьшая ширина характеристик 
направленности достигается при углах экранирования, близких к 120°.
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