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РАССЕЯНИЕ ЗВУКА ИДЕАЛЬНЫМИ СФЕРОИДАМИ 
В ПРЕДЕЛЬНОМ СЛУЧАЕ ВЫСОКИХ ЧАСТОТ

Аш А .  К  л е щ  ев
С помощью преобразования Ватсона получены высокочастотные 

асимптотические представления решения трехмерной задачи дифракции 
звука на идеальных сфероидах.

В работе [1] были пайдсны асимптотические решения осесимметрич­
ной задачи о дифракции звука на идеальном сфероиде; при этом преобра­
зование Ватсона применялось па комплексной плоскости постоянной раз­
деления сфероидальных уравнений А. Мы обратимся к трехмерной задаче 
дифракции звука на идеальных сфероидах, предполагая произвольную 
ориентацию в пространстве волно­
вого вектора падающей волны от­
носительно рассеивателя, а пре­
образование Ватсона осуществим 
для одного из индексов двойного 
ряда дифрагированного давления.
Пусть па вытянутый идеальный 
сфероид (абсолютно жесткий или 
абсолютно мягкий) с межфокус­
ным расстоянием d =  2h0) коорди­
натой внешней поверхности £0t по­
мещенный в жидкую безвихревую 
среду, падает плоская монохрома­
тическая звуковая волна, направ­
ление распространения которой 
определяется угловыми координа­
тами 0,, cpi (фиг. 1). Без потери Фиг. 1
общности координату ср, можпо
положить равной нулю. Опуская временную зависимость ехр {—т £), дав­
ление Pi (единичной амплитуды) в падающей плоской волне представим 
в виде разложения по вытянутым сфероидальным функциям в обозначени­
ях Мейкснера и Шефке [2]:
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где P S nm(r\\ у2) — угловая сфероидальная функция первого рода, 
S F 1} (I; 7 ) — радиальная сфероидальная (функция первого рода, у =
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=  - j -  К  — волновой размер сфероида, А, —длина звуковой волиьг в среде,
£> т), ф — сфероидальные координаты точки наблюдения, t] ,= co sO ,,

{1  при т =  О
9 Дифрагированное давление Рх, равное сумме давле-
& при ш и.

ния Pi в падающей волне и рассеянного идеальным сфероидом давления 
Ps, можно представить, привлекая результаты работ [3 ,4 ]  в виде
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Здесь Г (и +  1 -  m)  у-фуикция, Г (n +  1 — m)  =  (n -  m ) !, S™(s> (g, у) -  ра­
диальная сфероидальная функция 3-го рода,

Q =
1  — мягкий сфероид

д
dlo

— жесткий сфероид.

В -илу того, что Q5”1(1, (l; у) =  1U ( ^ S T 3) (1‘, у) +  QS«<4>(£; у)), двойной ряд

(2 ) можно переписать в удобной для нас форме
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Воспользуемся преобразованием Ватсона [Г>] п представим ряд (3) как 
бесконечную сумму контурных интегралов па комплексной v-плоскости 
одного из индексов:

D / t  \   ̂ V 1 f  - { Г / 0 , ,  r ( v  +  1 — m ) P 5 v ( —Т); у2)
=  (2v +  1>r ( v - l  +  mx - 0 ” Si ° » v xw— О

X tQ^r<a) (60; y )5 r (4)(S; у) -  QST{i) у )5 ” (3>(5; y)idv.
Q S !T (3 ,(g 0; у )

( 4 )

Всем контурам присвоим соответствующие им индексы т. Значение каж­
дого из интегралов ряда равно сумме вычетов подынтегральной функции 
относительно простых полюсов, находящихся в целочисленных точках 
v =  п. Как нетрудно видеть из формулы (3), контуры интегрирования не 
должны включать отрицательных целых п. Поэтому контур с индексом 
т =  0 мы проведем так, как показано па фиг. 2. Что же касается осталь­
ных контуров ( т > 0 ), то в отношении их мы поступим следующим об­
разом:

1) контуры с индексами ntier('Y|0) будут охватывать все целочис­
ленные п 0 , т. е. они ничем не будут отличаться от контура т — 0 ;

2 ) при т >  entier('ygo) контуры будут включать лишь целочисленные 
п >  т (фиг. 3).
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Искусственное вытягивание контуров интегрирования влево до точки 
v =  ‘/2 в первом случае (фиг. 2 ) никак не скажется па величине интегра­
ла, если вспомнить, что P S nm (ц; 42) =  0 при п <  т, поэтому

Res {
^ ’*(->1; -у1)

( - D Sill JIV

—  у2) при n > m .
Я

О при n <  m.
Произведя замену независимой переменной v =  t — V2, найдем, опираясь 
на свойства Г-фупкции и сфероидальпых волновых функций, что подын­
тегральная функция является нечетной относительно t =  v +  V2 точно так

Фиг. 3

же, как в задаче Зоммерфельда о дифракции электромагнитной волны па 
сфере [ 6 ]. Нечетность подынтегральной функции по t позволяет видоизме­
нить контуры интегрирования следующим образом:

1 ) контуры с индексами т ^  entier (^£0) преобразуются в прямые, па­
раллельные вещественной оси и лежащие в верхней полуплоскости v, за­
тем эти контуры превращаются в полуокружности бесконечно большого 
радиуса и петли, охватывающие полюсы v„ (фиг. 2 ), определяемые как 
корни уравнения

Q S ^ U oJ T ) -  0; (6)

2) коптуры с индексами т >  entier (4Ы  преобразуются в две полупря­
мые, ограниченные точками v =  т и v =  —т (фиг. 3).

В дальнейшем нам потребуются асимптотические формулы для ради­
альных сфероидальных функций 3-го и 4-го родов с одним комплексным 
(v) и одним вещественным (яг) индексами при 4 >  1 , а также нули функ­
ции QS™is) (£0; ч) на v-плоскости. Авторы работы [2] дают следующие 
асимптотические выражения для радиальных функций 3-го и 4-го родов
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при больших значениях

*(^**"Г я) Г9-1  л Р
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где А Л  =-Е r (v  +  2 r + s  +  l )  „ ь _
, Л»,о =  1, 5  порядка §о *; в нашем

r ( v  +  2 r - e  +  l)Г«—™
случае р =  т .

Нетрудно видеть, что при Е0—>оо асимптотики функций 5 ”1<3)(£о*» Y) и 
Svm(4)(£0; у) совпадают с асимптотиками сферических функций Бесселя 
ф13)(6eY) и №  (Soy) от аргумента у£0. Если же у —> о°, то асимптотики 
5Г(У>(̂ ов» У) и 5v1<4) (Ъо'у у) принимают вид

5vm<s>(lo;T) ^ ?По
Y—►со т!о

(1 +  В),

0; т) ^  (S02 - i ) - m 2S,
Г 1 (Y5°'  н г  *)

(8)

т
rS

(1 -I- я ).
0

Следовательпо, функции ( | о; у) и Л’"'"' ( | 0; -у) при у °° можнот ( 3 ) ,7/1 (4)

представить в виде произведения:

■ С ”  ( и у )  -  ф Г  ( | о 7 ) ^ ( 1 о ) ,
Y-> оо

5 Г (4>( 6 . ; т )  “  ^ 4>( M ) ^ ( S o ) .

( 9 )

Поскольку функции Л (-|о ) и F (̂%0) не обращаются в нуль на комплексной 
плоскости v, то нули функции QS?<3) ( | 0; у) совпадают асимптотически 
(*у>1) с нулями функции Qt|)v3)(lf£o)» а следовательно, и с нулями ци­
линдрической функции Хапкеля 1-го рода или ее производной Qff
[7 ]. Контурные интегралы первого типа т <  entier (^go) можно заменить 
суммой вычетов в полюсах v, и бесконечную сумму интегралов (4) пред­
ставить в виде двух слагаемых:

entier *г£о

Р ъ  (t ,  *Ь Ф) =  - у  J j  F“111 C O S ТЩ>
2vs +  1 г  (vs - f  1  — m)

m—0
P S „ (riil T2)

X W / ( - r n ! ) ^ ------
e- ' *

(— 1)™ sin Jtvs Г (v3 +  1 -I- m)

o s s # ? (  | 0;т)

x

do; r)dv

* V (3) (£; T) +

OO

+ £4  Z - J  ^  v '  r ( v  +  l  +  m )  ( — l ) m s i n n v
m =entier (y £<>)+1

jP S  ^  ( t i  •

x  ( |0; T) tQ^ m<8) (So; T) $ ,” <«> (6; r) -  Q S S W  (£,; т) ■ ? ( 6 ;  r)]dv  (10)

По аналогии со сферическими и цилиндрическими функциями Хапкеля 
радиальные сфероидальные функции изменяются по абсолютной величине
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медленно, пока |v | <  7 £0, в то время как при |v | >  7 g0 они быстро возра­
стают (для т =  0). При т > 0  рост радиальных функций начинается с 
меньших значений |v  . Учитывая такое поведение радиальных функций, 
мы приходим к выводу, что второе слагаемое в формуле (10) оказывается 
пренебрежимо малым по сравнению с первым; что же касается первого 
слагаемого, то в нем достаточно оставить лишь члены с 1 /  2 eiitier 7 g0. 
В результате соотношение (10) принимает вид

^=(£>*1» ф) =
К У  г СП tier y£o

L em cos m cp 2vs +  l

m = 0

X
г  (v„ -I- 1 — m)
r (v s +  l  +  ra)

^ . " 0 hiT*)2\
PS»™(— г); y1) .n

e ? '

(— l ) msin itv,

Q S ^ » & 0;r)

X

d
dv (5„; r)

Sv8m(3)(S; t ).

( l l )

Здесь ряд no волнам вычетов (5) сходится быстро, но крайней мере в об­
ласти геометрической тени. Таким образом, преобразование Ватсона по­
зволяет нам перейти от суммирования ~ 7 “ /  2 членов двойного ряда (3) 
к суммированию ~ 7  членов 
ряда (11).

При решении осесимметрич­
ной задачи дифракции индекс т 
принимает только одно значе­
ние —0 и в выражении (11) ос­
тается только ряд по волнам 
вычетов:

п „  ч n r i 2 v fl +  l
■Ps(£.4) =  2  2 - j S i l l  J IV ,

X

X  / > 5 . ® ( - л ; г )
2Ч P S uy  1 ;т ‘)

sin nv. X

X
VS «и (£0; т )

dv T)
Sv,0<3) (£; r).

(12)
Практическое использование 

полученных соотношений свя­
зано с отысканием асимптотик 
( 7 > 1 ) для сфероидальных 
функций с комплексным индек­
сом. Проведенные в настоящее 
время расчеты (с помощью ря­
да по незатухающим волнам) 
показывают существенное влия­
ние ползущих волн на характе­
ристики рассеяния звука иде­
альными сфероидами даже при 
С <  10. На фиг. 4 представлены 
сечения обратного рассеяния о0 
для жесткого сфероида с коор­
динатой g0 =  1,005 при трех
значениях углов облучения 0О. Штрихпунктирные горизонтальные прямые 
•отвечают приближенно геометрической акустике. Нетрудно видеть, что при 
углах 0О =  30 и 60° даже небольшое изменение волнового размера 7 приво­
дит к резкому колебанию (на несколько порядков) функции о0(7 ) вследст­
вие различных фазовых соотношений между интерферирующими неодно-
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родными волнами. Подобным же образом ведет себя функция о0 (у)  при 
0о=О ° [8].

Отметим также, что преобразование Ватсона применительно к телам 
сфероидальной формы может быть использовано в задаче синтеза акусти­
ческой аптенны с криволинейной (сфероидальной) поверхностью при боль­
ших волновых размерах. Все сказанное выше переносится па идеальный 
сжатый сфероид заменой па —гf и |  на ig.
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