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Рассмотрено влияние вязкости жидкости на радиальное и поступа­
тельное движение нелинейно захлопывающейся полости.

В акустическом и гидродинамическом иоле кавитационная полость рас­
тет в зоне разрежения и захлопывается в зоне избыточного давления. Одно­
временно, взаимодействуя с градиентами давления, полость движется по­
ступательно относительно жидкости. Будем полагать, что кавитационный 
зародыш закритического размера / /Оо вырос в зоне разрежения до макси­
мального радиуса Н0 и приобрел поступательную скорость и0 в направлении 
оси oz.

Рассмотрим процесс замыкания этой полости при следующих допуще­
ниях, позволяющих получить приближенное аналитическое решение зада­
чи: а) /£оо <  До; следовательно, давление газа при Н =  /?„ пренебрежимо 
мало по сравнению с давлением пара, поэтому в дальнейшем будем считать 
полость заполненной только паром; б) влиянием поверхностного натяжения 
жидкости и плотностью содержимого полости по сравнению с плотностью 
жидкости р можно пренебречь; в) замыкание полости происходит достаточ­
но быстро, и в течение этого времени давление на внешней границе Р„ 
остается постоянным. Тогда уравнения, определяющие параметры радиаль­
ного и поступательного движения кавитационной полости, будут иметь сле­
дующий вид:

Уравнение (1) является модифицированным уравнением Релея, в котором 
учтено наличие поступательного движения и вязкости жидкости. Уравне­
ние (2) определяет поступательное движение полости при переменном Н 
в весомой вязкой жидкости, в которой внешнее давление =  
= /\, +  рgz +  P{x,  /у, z) изменяется вдоль траектории движения [1].  Коэф­
фициент сопротивления в уравнении (2) принят в виде СА =  0,4 +  2 4 / Re„, 
где Не» =  2Пир / ц. Анализ системы (1),  (2) показывает, что при достаточ­
но быстром охлопывании определяющими в уравнении (2) являются инер­
ционные и вязкостные члены, а градиентом давления при реальных к3 мож­
но пренебречь (/с3 =  0 ). В этом случае нелинейное уравнение (2) перехо­

(D

(2)

где г =

727



дит при известной зависимости Л (Д ) в уравнение Бернулли и может быть 
проинтегрировано относительно v.

С использованием неполной бэта-функции и ее разложения в гипергео­
метрический ряд решение уравнения (2) с точностью до первого члена ряда
можно написать в виде

v =

где

v 0eA

1 +  0 ,2v0A у Зр
21 \

( е - 1 )

Подставляя решение (3) в уравнение (1),  мы получим уравнение, опреде­
ляющее скорость захлопывания паровой полости, движущейся поступа­
тельно,

Для определения экстремальных значений R  и Я  проанализируем выра­
жение (4) в двух случаях.

1) Re„ =  <  1,
V

Г 2 Р« 1 г 11/2
Л =  -  ——  ( e - i )  +  — 1>огД«3е 4 гЯ -4£Ш .

L Зр 2 „о J

При R  <  Но можно принять А 2 ^  exp 18v/?0_l - j  j

(5)

• Тогда

г (6)

В отличие от релеевской полости паровая полость, движущаяся посту­
пательно, не захлопывается полностью и ее Я  не обращается в бесконеч­
ность. Полагая в формуле (6) 7? =  0, находим значение минимального ра­
диуса 7?_, до которого сомкнется полость при нервом захлопывании:

Подстановка выражения (7) в формуле (3) позволяет получить максималь­
ное значение v+ при Д_:

Дифференцируя по времени равенство (6) и положив R  =  0, получим выра­
жение для максимального значения А +:

A Vo / АР о

2У6 '  pv02А 2
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Точка перегиба зависимости R ( t ) , при которой Й =  будет при
/  1 2Р0 \  - ,/з

+ ----- п т  .\ I  OVo А~ /
(10)

2 р v^AL
Используя зависимость (6), можно найти время, за которое полость дости­
гает минимального размера при нервом захлопывании:

л-

0' =  -  J  [ ( е - 1 )  (-
"о

2 Ро 
Зр

v02A 2e
( Г )] d l l ( И )

Интеграл (11) является неполным эллиптическим интегралом и может 
быть приближенно вычислен через гамма-функции [2].

оч г, 2Rv *2) Rcu = ------ > 1 .
v

Полагая в формуле (4) А =  1, панишем

2Р0 . 1 ,  f . O,2 v 0e',! \
-2

Л =  - (е 1 )+  v0 Ло е 1 +  ’ dH
ЗР 2 {

1 /  2/Л
V ' зр /

1 *

( 12)

Учитывая, что в фазе сжатия По >  П, и введя В  =  0,2и0Н0:',2(2Ро I Зр)~'\  
получим

— <«>

где К =  Н3/г +  В, Ь  =  По/г +  В. Из выражений (3) и (13) величины й_, Я„ 
/? ., v+ могут быть определены только численно. Формулы, полученные

выше, при А  =  1, В  =  0 определяют параметры движепия паровой полости, 
движущейся поступательно в невязкой жидкости. При п0 =  О, С* —0  они 
тождественно переходят в формулы Релея для неподвижной полости.

Для численного интегрирования система уравнений (1.2) при приня­
тых упрощениях была приведена к безразмерному виду:

- I 3 +Г] + -------- +
2 ц

4Мг|

л
i + ^ = 0 ,
4л Л

(14)

0,3 р2 +  2 х - 0 ,  
Л

(15)

где. (5 =  z / 7?о — безразмерная координата расположения центра пузырька, 
т] =  R I По — безразмерпый радиус пузырька, т — t / ПоУРо / р — безразмер­
ное время, Л /=  ц/ЯоУрРо — безразмерный коэффициент вязкости,^ к  =  
=  р k3R 0 1  Ро — безразмерпый параметр, характеризующий постояпный гра-
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диент давления, (i =  d(J /  dx — безразмерная скорость поступательного дни- 
жен И Я .

Численное интегрирование системы уравнений (14), (15) и исследова-
4

ние решений при х =  О, ^  О показало, что характер зависимостей т |(т)г 
г|(т) и [3 (т) при постоянном изменяется принципиальным образом в за­
висимости от величины безразмерной вязкости М. На фиг. 1, 2 сплошными

Фиг. 2

линиями представлены типичные семейства р(т)  и р(т),  рассчитанные при 
значении (J0 =  l .  Кривые 1—11 получены соответственно при М — 2-10"8;
5-10”4; 5-10"3; 10 '2; 2- 10_~; 5,5-10~2; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 4. Кривые 12 соответст­
вуют М = 0 ,  C rf= = ( )  (идеальная жидкость). Кривая 13 является решением Ре-
лея для М = 0 , р0= 0 . Семейство штриховых кривых 14— 17 получено интегри­
рованием уравнения (14) при j30 =  0 (полость неподвижна) для значений 
М  =  0,15; 0,2; 0,3; 0,7. Следует отметить, что решения уравнения (14) при 
М =  0,5; 1; 4 практически совпадают с кривыми 9 —11, поскольку, как это 
видно из фиг. 2, поступательная скорость при больших М  быстро обращает­
ся в нуль из-за диссипации кинетической энергии. При М <  5 -10”4 значе­
ния р(т) ,  (i(x) по зависят от величины М, поскольку поступательное дви­
жение осуществляется при текущих R e » » !  и Cd =  0,4. Диссипированная 
кинетическая энергия полностью восстанавливается за счет потенциальной,
переходящей в кинетическую при сжатии полости. В этом случае величи­
ны р+ и не зависят от номера пульсаций и вид функций и и 3 полно-

• •  •

стыо определяется (30. При >  2 полость вначале растет, при <  2 — сжи­
мается. В обоих случаях при Л / < 5 - 1 0 “\  Cd =  0  полость нелинейно 
пульсирует вокруг равновесного радиуса р /  =  ( ,/2;Зо) :. При М  =  0, С1{ =  0, 
Ро =  2 полость перемещается поступательно с постоянной скоростью, пе 
изменяя своего размера р0' =  Ро =  1. При 6 • 10-2 ^  М ^  5-10”4 радиус по­
лости пульсирует во времени, уменьшаясь в среднем по мере диссипации 
кинетической энергии. При этом характерно, что при данных значениях М  
диссипация происходит, согласно уравнению (15),  из-за наличия вязкост­
ного сопротивления поступательному движению. При достаточно малом 
р(т)  колебательное движение вырождается в апериодическое и р стремит­
ся к нулю при т °°. Величина [3 изменяется в соответствии с пульсацией
р(т) и сохраняет постоянные значения ji+ до тех пор, пока сохраняется по­
стоянство отношения i-го максимума р. к i-му минимуму р_. Большим
значениям И  соответствуют большие величины [}+, однако минимальное

• •

значение $ при периодических пульсациях нс зависит от М  и равно [V При
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дальнейшем увеличении безразмерной вязкости (М  >  0,1) скорость посту­
пательного движения из-за диссипации энергии уменьшается быстрее, чем 
она растет из-за сжатия пузырька. При медленном сжатии полости на 
кривой р(т) появляется характерный прогиб (фиг. 2, кривая 7 ), при еще 
большем М  кинетическая энергия поступательного движения полностью 
гасится и полость сжимается в несжимаемой вязкости жидкости пракгиче-

Фиг. 4

ски как неподвижная. При этих значениях М зависимость р (т) определяет­
ся уравнением (14), причем величина р при больших М  имеет экстремум, *
а радиус р после точки перегиба, соответствующей р t., монотонно стремится 
к пулю.

Рассмотрим подробнее последнее обстоятельство. Решение уравнения 
(14) для таких Ж, что возможно значение р =  0, напишем в виде

р + =  ( - 4 М  ±  п т 2 -  б р (-2)  /  3 p f. ( 1 6 )

Анализ зависимости р(р«) при двух предельных случаях {М °°, 
pf 1, р+ ->- 0 и М  0, р,- 0, р+ °°) показывает, что в первом случае
из физических соображений в выражении (16) необходимо брать знак 
плюс, во втором — знак минус. Из условия непрерывности решения
р+ (р„ М) следует, что критическое значение Л/, при котором происходит 
смена знака, находится при значении дискриминанта D =  16Ж“ — 6р,2 = 0 .  
Дальнейший анализ уравнения (14) мы выполним на фазовой плоскости, 
для чего введем текущее число Рейнольдса а  =  р / М. Тогда уравнение (14)
в новых переменных примет вид

dn +  3 р

da  2 а ар а 2
Изоклину горизонтальных касательных будем искать из условия dr\ /  da  =  
=  0. В этом случае

/ 3 . 1 \ "‘
а  =  — 4 ( — р +  — ) • (18)

V 2 р '

Отсюда видно, что при р »  1 а  ^  —8 /  Зр, при р «  1 а  ^  —4р. Иными сло­
вами, при малых р зависимость р(а)  аппроксимируется прямой линией,
при больших — гиперболой. При р =  —У“/з, а ' = 2 } /:7з выражение (18) 
имеет экстремум (фиг. 3, кривая 1).  Изоклины вертикальных касательных
получим из условия dr\ / da  Из формулы (17) видно, что это может
быть при а  -*■ 0 или при р 0. В первом случае изоклина совпадает с осыо 
ординат, но направлена вверх, во втором случае изоклинами являются вер­
тикальные отрезки, пересекающие ось абсцисс при р = 0  и направленные
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в н и з .  Д л я  в ы я с н е н и я  з н а к а  dr\ /  da  в н у т р и  и  в н е  и з о к л и н ы  1  и с с л е д у е м  
р а в е н с т в о

О т с ю д а  с  у ч е т о м  ф о р м у л ы  ( 1 8 )  и  т о г о  о б с т о я т е л ь с т в а ,  ч т о  т| <  0 ,  с л е ­

д у е т ,  ч т о  с п р а в а  о т  и з о к л и н ы  1  н р и  и з м е н е н и и  а  д л я  у д о в л е т в о р е н и я  

р а в е н с т в а  ( 1 9 )  к д о л ж н о  б ы т ь  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  в  о б л а с т и  с л е в а  о т  э т о й  

и з о к л и н ы  —  о т р и ц а т е л ь н ы м .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  с у щ е с т в у е т  к л а с с  р е ш е н и й ,

в ы х о д я щ и х  и з  т о ч е к  а 0 Ф 0 ,  ц 0 =  0 ,  к о т о р ы е  п о с л е  п е р е с е ч е н и я  и з о к л и н ы  1

и з м е н я ю т  з н а к  dr\ /  d a  н а  о б р а т н ы й .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в е л и ч и н а  ц ,  д о с т и г а в -•
м а я  н а  э т о й  и з о к л и н е ,  о к а з ы в а е т с я  м а к с и м а л ь н о й ,  п о с л е  к о т о р о й  г) у б ы ­

в а е т .  З н а ч е н и е  а ,  п р и  к о т о р о м  ц =  ц . ь,  я в л я е т с я  т о ч к о й  п е р е г и б а  з а в и с и ­

м о с т и  г ) ( а ) .  Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  м а л ы х  ц +  ( б о л ь ш и е  М) и  б о л ь ш и х  г ) +  

( м а л ы е  М) с п р а в е д л и в ы  с о о т н о ш е н и я

/ /

С о о т в е т с т в е н н о  и з  у с л о в и я  р а в е н с т в а  д и с к р и м и н а н т а  D 
к р и т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  М‘ и

(21)

п у л ю  о п р е д е л я ю т с я

>1+ =
AM'
I p ?

( 2 3 )

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  ( 2 2 )  в  ф о р м у л у  ( 2 3 ) ,  п о л у ч а е м  з н а ч е н и е  г\+* =  

=  — У 2/ ^ __Ф о р м и р у я  и з  в ы р а ж е н и я  ( 2 2 )  а* =  г р *  /  А Р ,  м ы  п о л у ч а е м

а  =  2 ’|/2/ з ,  о т к у д а  с л е д у е т ,  ч т о  э к с т р е м а л ь н о е  з н а ч е н и е  н а  и з о к л и н е  1  

( ф и г .  3 )  с о о т в е т с т в у е т  р а в е н с т в у  /)  — 0  и  с м е н е  з н а к а  в  в ы р а ж е н и и  ( 1 6 )  

п е р е д  у / Л
У д о б н о  р а с с м о т р е т ь  о б р а щ е н н о е  у р а в н е н и е  ( 1 7 )  в  в и д е

I  2crii ы
dr\ З а г ] 2 Т  2а, +  4 ц

И з  а н а л и з а  у р а в н е н и я  ( 1 7 ' )  в и д н о ,  ч т о  и з о к л и н а  в е р т и к а л ь н ы х  к а с а т е л ь ­

н ы х  а  =  0  я в л я е т с я  е г о  р с ш с п и с м .  П р и м е н я я  у с л о в и е  Л и п ш и ц а ,  м о ж н о  

д о к а з а т ь  е д и н с т в е н н о с т ь  э т о г о  р е ш е н и я ,  ч т о  п о з в о л я е т  с д е л а т ь  в ы в о д  о б  

о т с у т с т в и и  и н т е г р а л ь н ы х  т р а е к т о р и й ,  з а к а н ч и в а ю щ и х с я  н а  о с и  а  =  О

в  т о ч к а х  г] Ф 0 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в с е  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е ,  п е р е с е к а ю щ и е

и з о к л и н у  1 , н е з а в и с и м о  о т  а 0 а с и м п т о т и ч е с к и  у с т р е м л я ю т с я  в  у з л о в у ю  т о ч -
•  •

к у  с  к о о р д и н а т а м и  а  =  0 , ц  =  0 , п р и ч е м  а  0  и  т) 0  п р и  т

О д н а к о  с у щ е с т в у е т  к л а с с  р е ш е н и й ,  н е  п е р е с е к а ю щ и х  и з о к л и н у  1 .  К а к  

э т о  б ы л о  у с т а н о в л е н о  в  р а б о т е  [ 3 ] ,  м о ж н о  н а й т и  с е п а р а т р и с с у ,  р а з д е л я ю ­

щ у ю  р е ш е н и я  н а  « а с и м п т о т и ч е с к и е »  и  « з а х л о п ы в а ю щ и е с я » .  Н а  н а ш е й  ф а ­

з о в о й  п л о с к о с т и  а с и м п т о т о й  с е п а р а т р и с с ы  п р и  ц  я в л я е т с я  г и п е р б о л а  
•
г\ =  — 8 / а ,  л е ж а щ а я  в п е  и з о к л и п ы  1  ( к р и в а я  2).  Д л я  э т о г о  к л а с с а  р е ш е -

dr\
н и и  з н а ч е н и я  ^

н е  с у щ е с т в у е т .  Х а р а к т е р н о ,  ч т о  d\\ /  da, д л я  э т о г о  к л а с с а  р е ш е н и й  в с е г д а  п о -  

л о ж и т е л ь и о ,  а  ц  ° °  п р и  а  0 , в с е г д а  о с т а в а я с ь  с п р а в а  о т  и з о к л и н ы  1 . 

Н а  ф и г .  4  п р и в е д е н ы  з а в и с и м о с т и  T j+ ( R e ) ,  г д е  R e  =  l / . / ¥ ,  р а с с ч и т а н н ы е

в с е г д а  н е  р а в н ы  н у л ю  и  э к с т р е м у м а  з а в и с и м о с т и  ц ( а )
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р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и .  К р и в а я  1 п о л у ч е н а  в  р е з у л ь т а т е  ч и с л е н н о г о  и н т е ­

г р и р о в а н и я  с и с т е м ы  ( 1 4 ,  1 5 )  п р и  х  =  0 .  К р и в а я  2 я в л я е т с я  а с и м п т о т о й  д л я  

к р и в о й  1 п р и  R e  -*• ° о  и  в ы ч и с л е н а  п р и  М =  0 ,  Cd =  0 , 4 .  К р и в а я  3  р а с с ч и т а ­

н а  п о  ф о р м у л е  ( 9 )  с  у ч е т о м  с т о к с о в с к о г о  с о п р о т и в л е н и я  п о с т у п а т е л ь н о м у•
д в и ж е н и ю .  Е с л и  в  ф о р м у л е  ( 9 )  п о л о ж и т ь  Л =  1 ,  т о  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  т ]+  

д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  ( к р и в а я  4 ) .  И з  с р а в н е н и я  п о л у ч е н н ы х  з а в и с и м о -

•
с т е й  с л е д у е т ,  ч т о  д л я  з а д а н н о г о  ( i0 =  1  п р и  R e  =  8  -f- GO с т о к с о в с к о е  с о п р о ­

т и в л е н и е  с у щ е с т в е н н о .  Р е ш е н и я  п р и  М =  0 ,  C d =  0 , 4  п р а к т и ч е с к и  с о в п а ­

д а ю т  с  р е ш е н и я м и  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .  П р и  R e  <  8  п о с т у п а т е л ь н о е

д в и ж е н и е  б ы с т р о  з а т у х а е т  и  з а в и с и м о с т ь  r ] ( R e )  м о ж е т  б ы т ь  н а й д е н а  п о  

у р а в н е н и ю  ( 1 4 )  ( ч е р н ы е  к р у ж о ч к и ) .
Д л я  м а л ы х  R e  ( R e < 3 )  у д а л о с ь  о п р е д е л и т ь  а п п р о к с и м и р у ю щ у ю  ч и с ­

л е н н ы е  з н а ч е н и я  з а в и с и м о с т ь  д л я  t ] + ( R e )  : =  б  R e  /  4 ,  г д е  б  =  0 , 9 — 1 .  Н а

ф и г .  4  с в е т л ы м и  к р у ж к а м и  о б о з н а ч е н ы  з н а ч е н и я  т ) ь  п о л у ч е н н ы е  п о  э т о й  

ф о р м у л е .  Е с л и  д а н н о е  в ы р а ж е н и е  п о д с т а в и т ь  в  у р а в н е н и е  ( 1 4 )  и л и  ( 1 8 ) ,  

м о ж н о  н а й т и  п р и б л и ж е н н у ю  ф о р м у л у  д л я  т о ч к и  п е р е г и б а  г р :

3 2 6

3 6 2 R o 3 +  3 2  '

В  э т о м  с л у ч а е  и з  у с л о в и я  D =  0  л е г к о  н а х о д и т с я  к р и т и ч е с к о е  н а ч а л ь н о е  

ч и с л о  R e " ,  п р и  к о т о р о м  з а в и с и м о с т ь  i](a)  и м е е т  э к с т р е м у м :  R e *  =  1 / М =  

=  4 / б У 2/ з .  С о о т в е т с т в е н н о  з н а ч е н и е  р а д и у с а  гр *  =  6 / 2  —  0 , 5 ;  А Г  ~  0 , 3 ;  

R e *  — 3  ( ф и г .  1 , к р и в а я  46).
Ч и с л е н н о е  и с с л е д о в а н и е  п о к а з а л о ,  ч т о  г р а н и ч н о е  з н а ч е н и е  ч и с л а  R c 0f 

п р и  п р е в ы ш е н и и  к о т о р о г о  о п р е д е л я ю щ и м и  с т а н о в я т с я  в я з к о с т н ы е  ч л е н ы

в  у р а в н е н и и  ( 1 5 ) ,  з а в и с и т  о т  з н а ч е н и я  Э т а  с в я з ь  п р и б л и ж е н н о  м о ж е т  

б ы т ь  у с т а н о в л е н а  и з  р а в е н с т в а  з н а ч е н и й  г| _ ,  о п р е д е л я е м ы х  с о о т в е т с т в е н н о  

п о  у р а в н е н и я м  ( 9 )  и  ( 1 4 ) .  П о с л е  у п р о щ е н и я  м ы  п о л у ч и м  в ы р а ж е н и е ,  и з

к о т о р о г о  п р и  з а д а н н ы х  (J0 м о ж н о  у с т а н о в и т ь  R e 0 :

А н а л о г и ч н о е  п о  с м ы с л у  п р и б л и ж е н н о е  с о о т н о ш е н и е  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ­

ч е н о  и з  у с л о в и я  р а в е н с т в а  р а д и у с о в  щ ,  о п р е д е л я е м ы х  п о  ф о р м у л а м  ( 1 0 ) 

и  ( 2 4 ) :
22

2р, ( 3 6 2 Re  о2 +  3 2 ) 3 =  ( 3 2 6 ) 3 [ р „2 +  4  е х р  ( —  )  ]  . ( 2 6 )

О б е  ф о р м у л ы  д а ю т  б л и з к и е  м е ж д у  с о б о й ,  х о р о ш о  с о г л а с у ю щ и е с я  с  ч п е л е п -  

н ы м и  р а с ч е т а м и  р е з у л ь т а т ы .
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Н а  ф и г .  5  с п л о ш н ы м и  л и н и я м и  п р е д с т а в л е н ы  з а в и с и м о с т и  т о ч к и  п е р е ­

г и б а  r p ( R e ) ,  ш т р и х о в ы м и  —  з а в и с и м о с т и  м и н и м а л ь н о г о  р а д и у с а  п о с л е  п е р ­

в о г о  с ж а т и я  т ) _ ( Н е ) .  К р и в ы е  1 ,5  п о л у ч е н ы  и н т е г р и р о в а н и е м  с и с т е м ы  

( 1 4 ,  1 5 )  п р и  о б щ е м  з а к о н е  с о п р о т и в л е н и я  п о с т у п а т е л ь н о м у  д в и ж е н и ю .  

Е с л и  п о л о ж и т ь  в  э т и х  у р а в н е н и я х  М =  О, Са =  0 , 4 ,  т о  м ы  п о л у ч и м  а с и м п ­

т о т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  тр  и  г| _ ,  н е  з а ­

в и с я щ и е  о т  ч и с л а  R e  и  б л и з к и е  

к  т о ч н ы м  ч и с л е н н ы м  р е ш е н и я м  

д л я  Н е  >  6 0  ( к р и в ы е  2, 7 ) . З п а ч е -  

п и я  г ) _  и  г р ,  в ы ч и с л е н н ы е  а н а л и т и ­

ч е с к и  п о  ф о р м у л а м  ( 7 )  и  ( 1 0 )  п р и  

с т о к с о в с к о м  с о п р о т и в л е н и и ,  п р е д ­

с т а в л е н ы  к р и в ы м и  3  и  6. Д л я  и д е ­

а л ь н о й  ж и д к о с т и  (М =  0 ,  Cd =  0 )  

з н а ч е н и я  ц -  и  т р  ( к р и в ы е  4, 8) 
о к а з ы в а ю т с я  с у щ е с т в е н н о  п р е у в е ­

л и ч е н н ы м и  п о  с р а в н е н и ю  с  т о ч н ы ­

м и  р е ш е н и я м и .

И з  с р а в н е н и я  к р и в ы х  / ,  5  и  3,  6 
с л е д у е т ,  ч т о  ф о р м у л ы  ( 7 ) ,  ( 1 0 )  

к а ч е с т в е н н о  в е р н о  о п и с ы в а ю т  т е н ­

д е н ц и ю  и з м е н е н и я  г р  и  r j _  п р и  

у м е н ь ш е н и и  R e  л и ш ь  д о  н е к о т о ­

р ы х  к р и т и ч е с к и х  з н а ч е н и й  R e 0 и  

R e , ,  з а в и с я щ и х  о т  р„. П р и ч и н о й  

э т о г о  я в л я е т с я  с у щ е с т в е н н о с т ь  п р и  

R e  <  R e 0 и  R e ,  в я з к о с т н о г о  ч л е н а  

в  у р а в н е н и и  ( 1 4 ) ,  к о т о р ы й  ф о р м у ­

л а м и  ( 7 ) ,  ( 1 0 )  н е  у ч и т ы в а е т с я .•
Ф и г .  G Д л я  з н а ч е н и я  (J„ =  1 к р и в а я  5  о б ­

р ы в а е т с я  п р и  R e ,  =  1 7 , 5 .  П р и  

R e  <  R e ,  д и с с и п а ц и я  э н е р г и и  с т о л ь  

в е л и к а ,  ч т о  ц _  о т с у т с т в у е т .  П р и  R e  <  R e 0 и  п р и  у с л о в и и ,  ч т о  R e n >  R e ' ,  

з а в и с и м о с т ь  i p  ( R e )  п р и б л и ж е н н о  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й  ( 2 4 ) .  З н а ч е н и я  

тр ,  р а с с ч и т а н н ы е  п о  э т о й  ф о р м у л е  ( с в е т л ы е  к р у ж о ч к и ) ,  х о р о ш о  с о г л а с у ю т ­

с я  с  в е л и ч и н а м и  i p ,  о п р е д е л е н н ы м и  ч и с л е н н о  п о  у р а в н е н и ю  ( 1 4 )  п р и

(J« =  0  ( з а ч е р н е н н ы е  к р у ж о ч к и ) .  В  ч а с т н о с т и ,  в и д н о ,  ч т о  п р и  R e  =  R e *  =  3 ,  

тр" =  6  /  2  —  0 , 5 .

Н а  ф и г .  6  с п л о ш н ы м и  л и н и я м и  п р е д с т а в л е н ы  з а в и с и м о с т и  м а к с и м а л ь -

н о й  с к о р о с т и  ( J + ( A f ) ,  о п р е д е л е н н ы е  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и .  Ш т р и х о в ы е  

к р и в ы е  я в л я ю т с я  з а в и с и м о с т я м и  0 * ( М ) .  К р и в ы е  1 п  2 п о л у ч е н ы  ч и с л е н -

п ы м  и н т е г р и р о в а н и е м  с и с т е м ы  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 )  п р и  |Jy =  1  и  р а з л и ч н ы х  М. П е р ­

в а я  к р и в а я  и л л ю с т р и р у е т  з а в и с и м о с т ь  (J., о т  М, в з я т у ю  п р и  ц =  г ] _ ,  т .  е .  

п р и  м и н и м а л ь н о м  з н а ч е н и и  р а д и у с а .  Э т о  к р и в а я  о б р ы в а е т с я  с р а з у  ж е  п о с ­

л е  п р е к р а щ е н и я  п у л ь с а ц и о н н о г о  р е ж и м а  ц ( т ) .  Х а р а к т е р н о ,  ч т о  в  о т л и ч и е  

о т  с л у ч а я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  а б с о л ю т н ы й  м а к с и м у м  [3+ д о с т и г а е т с я  н е  

п р и  г| =  т]—, а  р а н ь ш е  —  п р и  г|, н е с к о л ь к о  б о л ь ш е й  ц _ .  П р и ч и н о й  э т о г о

я в л я е т с я  в л и я н и е  в я з к о с т и  ж и д к о с т и  н а  в е л и ч и н у  т е к у щ е й  Е с л и  в  у р а в -
• • •

н е н и и  ( 1 5 )  п о л о ж и т ь  (J =  0 ,  т о  д л я  3 +  м ы  п о л у ч и м  с о о т н о ш е н и е

P+-1 0 V  + 3o ijL , (27)

г д е  и '  и  г\' —  р а д и у с  п о л о с т и  и  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  е е  г р а н и ц  в  м о м е н т• • * .

д о с т и ж е н и я  |J =  ( J ( . С р а в н е н и е  к р и в о й  2 с  ч и с л е н н ы м и  з н а ч е н и я м и  г\ п о -
•  •

н а з ы в а е т ,  ч т о  м о ж н о  п р и н я т ь  (J+  ^  1 0 ц ' .
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К р и в ы е  3  и  4 в ы ч и с л е н ы  н о  ф о р м у л е  ( 8 )  д л я  г) =  ц _ .  К р и в а я  3  п о л у ч е ­
н а  в с т о к с о в с к о м  п р и б л и ж е н и и .  Е с л и  с о х р а н и т ь  з а в и с и м о с т и  о т  R e , т .  е . т]_ 
о п р е д е л и т ь  и з  с т о к с о в с к о г о  п р и б л и ж е н и я  ( ф о р м у л а  7 ) ,  а  п р и  о п р е д е л е н и и  

Р+ п р и н я т ь  п о л н о е  с о п р о т и в л е н и е  Cd, т о  р е з у л ь т а т ы  б у д у т  и н ы м и  (к р и ­
в а я  4 ) .  К р и в а я  5  п о л у ч е н а  в  п р и б л и ж е н и и  С\ =  0 ,4 ;  М  =  0 ,  к р и в а я  6  в ы ­
ч и с л е н а  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .  И з  с р а в н е н и я  к р и в ы х  с л е д у е т ,  ч т о  с т о к -•
с о в с к о е  п р и б л и ж е н и е  н е у д о в л е т в о р и т е л ь н о  о п р е д е л я е т  з а в и с и м о с т ь  [3+ (М ) ,  
п о с к о л ь к у  т е к у щ е е  ч и с л о  Re»-, о п р е д е л е н н о е  п о  п о с т у п а т е л ь н о м у  д в и ж е н и ю ,  
в с е г д а  с у щ е с т в е н н о  б о л ь ш е  е д и н и ц ы :

2Л и

V

2 R 0v 0

V
» 1 .

О д н а к о  п р е н е б р е ч ь  в е л и ч и н о й  М  в  у р а в н е н и я х  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 )  н е л ь з я ,  т а к  к а к  

в я з к о с т н а я  д и с с и п а ц и я  э н е р г и и  с у щ е с т в е н н о  в л и я е т  н а  в е л и ч и н у  р+ .
К р и в ы е  7  ( и д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь )  и  8 (М Ф  0 )  х а р а к т е р и з у ю т  и з м е н е н и е  

б е з р а з м е р н о г о  в р е м е н и  с ж а т и я  п о л о с т и  д о  ц  =  ц _ ,  к р и в а я  <5 о п р е д е л е н а  в 
р е з у л ь т а т е  ч и с л е н н о г о  и н т е г р и р о в а н и я  с и с т е м ы  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 ) ,  к р и в а я  7  —  п о  
ф о р м у л е  ( И ) .

В  р е з у л ь т а т е  в ы п о л н е н н о г о  и с с л е д о в а н и я  у с т а н о в л е н о ,  ч т о  з а в и с и м о с т и

tj( t ) ,  т| ( т ) ,  р ( т )  в  в я з к о й  ж и д к о с т и  с у щ е с т в е н н о  о т л и ч н ы  о т  а н а л о г и ч н ы х  
з а в и с и м о с т е й  в и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и .  В и д  э т и х  з а в и с и м о с т е й  в  з н а ч и т е л ь ­
н о й  м е р с  о п р е д е л я е т с я  в е л и ч и н о й  б е з р а з м е р н о й  в я з к о с т и  М.  П р и  R e  <  R e 0 
в л и я н и е м  п о с т у п а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  н а  р а д и а л ь н ы е  п у л ь с а ц и и  м о ж н о  
п р е н е б р е ч ь .  П о л у ч е н н ы е  а н а л и т и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь ­
з о в а н ы  д л я  о ц е н к и  п а р а м е т р о в  д в и ж е н и я  з а х л о п ы в а ю щ е й с я  и  д в и ж у щ е й с я  
п о с т у п а т е л ь н о  п о л о с т и  в  в я з к о й  ж и д к о с т и .

ЛИТЕРАТУРА

1. В. И. И л ь и ч е в, А. А. К а и з е б а. Г. Н. К у  з н о ц о в, А. Т. Л и с т р о в. Движе­
ние газового пузырька в гидродинамическом ноле обтекаемого тела. Тр. Акуст. 
ип-та АН СССР, 1969, вып. 6, 136— 144.

2. О. В. В о и н о в ,  А. М. Г о л о в и н .  Уравнение Лагранжа для системы пузырей
изменяющихся радиусов в жидкости малой вязкости. Изв. АН СССР. Сер. «Ме­
ханика жидкости и газа», 1970, 3, 117—123.

3. Е. И. З а  б а б  а х и  и. Заполнение пузырьков в вязкой жидкости. Прикл. матсм. и
мехаи., 1960, 24, вып. 6, 1129—1131.

Акустический институт Поступила
Академии наук СССР . 20 августа 1972 г.
Сухумский филиал


