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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ИЗГИБНО-КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ПЛАСТИНОЙ 
С ПОЛ У БЕСКОНЕЧНЫМ ИМПЕДАНЦНЫМ ПРЕНЯТСТ1ШЕМ

В .  I I .  Романов
Рассматривается задача об излучении звука пластиной с полубеско- 

ночным имиодннцным препятствием при падении на него плоской волны 
изгиба. Получено выражение дли звукового давлении в дальнем поле.

Р а с с м о т р и м  и з л у ч е н и е  з в у к а  б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н о й ,  с о п р и к а с а ю щ е й с я  

с  ж и д к о с т ь ю  о д н о й  с т о р о н о й  п р и  z >  0  ( ф и г .  1 ) .  Н а  п л а с т и н е  п о  о с и  у п р и  

У <  0  р а с п о л о ж е н о  п о л у б е с к о п е ч н о е  п р е п я т с т в и е  б е с к о н е ч н о  м а л о й  т о л щ и ­

н ы ,  н а  к о т о р о е  п а д а е т  п л о с к а я  и з г и б н а я  в о л н а  с  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т ь ю

2ц =  — rTt,,у cos *V+ihux s i n  чг

г д е  к„ —  в о л н о в о е  ч и с л о  и з г и б н о п  в о л н ы  в  п л а с т и н е  с  у ч е т о м  в л и я н и я  ж и д ­

к о с т и  ( в р е м е н н о й  э к с п о н е н ц и а л ь н ы й  м н о ж и т е л ь  в  д а л ь н е й ш е м  о п у с к а е т ­

с я ) .  Р е ш е н и е  з а д а ч и  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е  п о т е н ц и а л а  с к о р о с т и  ср (о:,  у, 2 ) ,  

к о т о р ы й  п р е д с т а в и м  к а к  с у м м у  д в у х  п о т е н ц и а л о в :

ф (я, У, z) =  ф, (х , у, z) +  ср, (х, у , z ) . (2)
С о с т а в л я ю щ а я  tpi я в л я е т с я  р е ш е н и е м  з а д а ч и  п р и  о т с у т с т в и и  п р е п я т с т в и я  

н а  п л а с т и н е ,  (|>2 о б у с л о в л е н о  н а л и ч и е м  п р е п я т с т в и я .  П о т е н ц и а л  с к о р о с т и  ср 

д о л ж е н  у д о в л е т в о р я т ь  у р а в н е н и ю  Г е л ь м г о л ь ц а  в  ж и д к о с т и

V 2 c p  +  / г е р  =  0  ( z ^ O ) ,  ( 3 )

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  н а г и б н ы х  к о л е б а н и й  п л а с т и н ы  с  у ч е т о м  

ж и д к о с т и  н а  в с е й  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н ы ,  к р о м е  л и н и и  к о н т а к т а  п р е п я т с т ­

в и я  с  п л а с т и н о й
л л

—  V"'q> -  ко1 —  (р -I- <7 ur’cp =  01 ( z >  0) , (4)
Oz oz

и  у с л о в и я м  н е п р е р ы в н о с т и  с м е щ е н и й ,  у г л о в  п о в о р о т о в ,  п е р е р е з ы в а ю щ и х  

с и л  и  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  н а  л и н и и  к о н т а к т а  п р е п я т с т в и я  с  п л а с т и н о й :

к
////
г ххх

UU ,
Ф**уу]

[ ф ^  +  VCp гуу]

и  в н е  л и н и и  к о н т а к т а :

ф /  I X'- п  —  ф х  1 лГ -Т-0» ( 5 )

Ф «  "  |  Л- - 0  =  ф ж х | * + 0 » ( 6 )

Г " "  1_ п п  л
X— 0  1 < Р * Х Х Х  ' C p x x y y J x-f- 0  =

Ш  У  г ,  1 —  —  Л у ф 2 1х=ж,0, ( 7 )

/ / /

•V—0  [tyzxx
1 Л 

+  V C p < + 0  =

i c o Z „

-  D  - ф ~
А =  0

( 8 )

ф х 7  I  ij—0 = ф х  i у + о , X  = 0 ; ( 9 )

8  А к у с т и ч е с к и й  ж v п и а л .  Л ? 5 761



// I
'x z  I x+OjCf>*z |  x - 0  —  ф :

<Pw«"  U - 0  =  Ф » * "  | v+o, x  =  0 ;

Lфzxxx H- фкуу]х-0 — { ( p z x x x  +  < P t x m l x + Q =  0 ,

[ф" L  +  v < p z y y ] x - 0  -  [ф«х +  vcpiwb+o =  o.

( 10) .

( 11)

( 12)

(1 3 )
З д е с ь  п р и н я т ы  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :  к —  в о л н о в о е  ч и с л о  в  ж и д к о с т и , .  

q»b =  о г р  /  D, р  —  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и ,  D —  ц и л и н д р и ч е с к а я  ж е с т к о с т ь  

п л а с т и н ы ,  /с0 —  в о л н о в о е  ч и с л о  и з г и б и ы х  в о л н  в  п л а с т и н е ,  п о м е щ е н н о й  в  

в а к у у м ,  ZF и  ZM —  м е х а н и ч е с к и е  и м п е д а н ц ы  п р е п я т с т в и я  п а  е д и н и ц у  д л и ­

н ы  п о  о т н о ш е н и ю  к  п о п е р е ч н о й  с и л е  и  и з г и б а ю щ е м у  м о м е н т у ,  д е й с т в у ю ­

щ и х  н а  р е б р о  с о  с т о р о н ы  п л а с т и н ы ,  v  —  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а .  Ш т р и х и  
о з н а ч а ю т  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о  к о о р д и н а т а м ,  к о т о р ы е  с о с т а в л я ю т  н и ж ­

н и е  и н д е к с ы  п о т е н ц и а л а ;  и н д е к с ы  х ± 0  и  у  ±  0  о п р е д е л я ю т  н а п р а в л е н и е  

п о д х о д а  к  п р е п я т с т в и ю  п о  с о о т в е т с т в у ю щ е й  к о о р д и н а т е .

И з  у с л о в и й  ( 3 )  и  ( 4 ) ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о  го =  — d q jd z ,  н а х о д и м

го
Ф ,  =

q  — \huy  c o s  4 '+ ik ux  s i  n Uf —  _

V /c u2 -  k £
П о т е н ц и а л  ф 2 м ы  п р е д с т а в и м  в  в и д е  д в у х м е р н о г о  и н т е г р а л а  Ф у р ь е :

+°°

(1 4 )

Ф? =  J J  Ф *  ( т ь  X) dr| dX, (1 5 )
—  С О

п р и  э т о м  в е т в ь  к о р п я  д о л ж н а  ф и к с и р о в а т ь с я  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  в ы п о л ­

н я л о с ь  у с л о в и е  R e  УХ2 — к2 +  г р  >  0 .

Д л я  о п р е д е л е н и я  в и д а  ф у н к ц и и  ф 2 ( щ  л )  н а л о ж и м  н а  п о т е н ц и а л  ф 2 у с ­

л о в и е  ( 4 ) ;  в  р е з у л ь т а т е  м ы  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  с о о т н о ш е н и е :

•1-00

Дф2 (г| Д) { V?.2 -  к1 +  Т|2 [ (X2 + л2)2 -  ко') -  d r \  dX = 0.
—  о о

В  с и л у  п р о и з в о л ь н о с т и  х и у э т о  р а в е н с т в о  и м е е т  м е с т о ,  е с л и  п о д ы н т е ­

г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  н е  о б л а д а е т  о с о б е н н о с т я м и  н а  к о м п л е к с н ы х  п л о с к о с т я х  

X и  т],  т .  е .  я в л я е т с я  н е к о т о р ы м  п о л и н о м о м  о т  X и  г р  И з  т р е б о в а н и й  н е п р е ­

р ы в н о с т и  с м е щ е н и й  и  у г л о в  п о в о р о т о в  п р е п я т с т в и я  и  п л а с т и н ы  ( 5 ) ,  ( 6 ) ,

( 9 )  и  ( 1 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  п о л и н о м  н е  с о д е р ж и т  ч л е н о в  с о  с т е п е н я м и  в ы ш е  

н е р в о м ;  т о г д а  ф 2 (т| ,  X) п р и н и м а е т  в и д

ф2( п Д )  =
Со +  С\Х +  С2г\ +  СзХ г)

VA2 -  к 2 +  л 2 [ (хг +  л 2) 2 -  ] -  <?»•’
( 1 6 )

О т м е т и м ,  ч т о  и з  у с л о в и й  н е п р е р ы в н о с т и  с м е щ е н и й  и  у г л о в  п о в о р о т а  н о  

о с и  х  в н е  л и л и и  к о н т а к т а  п р е п я т с т в и я  и  п л а с т и н ы  с л е д у е т ,  ч т о  ф 2д  =  0  и  

ф2 ,у г =  0 При X  =  О И у  >  0.
Д л я  н а х о ж д е н и я  н е и з в е с т н ы х  С 0, Ch С2, Сл с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  у с л о ­

в и я  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 1 0 )  и  ( И ) .  П р и  п о д с т а н о в к е  в  э т и  у с л о в и я  в ы р а ж е н и я  ( 2 )  с  

у ч е т о м  ф о р м у л  ( 1 2 )  —  ( 1 4 )  п р и х о д и м  к  с о о т н о ш е н и я м  в и д а :

ои

j j  L, ( л ,  X) е1"" dX dr\ =  е~{Кя cos v, п р и  у <  О, 0 7 )

+ °°

|"j L, ( л ,  X) е ‘ ,ш dX й л  =  0 ,  п р и  у >  О, ( 1 8 )
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п р и  у <  О, ( 1 9 )Jj‘ L, ( 11 , A,) e " lv dX di\ =  e - ik- ‘ cos *

—  OO

+  OOJj Ьг ( ц ,  X) e"w dX d r )  =  0 ,  п р и  if > 0 ,

— 00

г д е  Z / i ( t) ,  а )  и  L 2 ( t) ,  a )  —  н е к о т о р ы е  ф у н к ц и и ,  з а в и с я щ и е  о т  <р2 ( т ) ,  А ) * ± 0 , 

Z f , Zyг ,  Л "  и  ц *  ( и  =  0 , 1 ,  2 ;  т  =  0 ,  2 ) .
И з  ф о р м у л  ( 1 7 )  —  ( 2 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  р е з у л ь т а т ы  и н т е г р и р о в а н и я  п о  п е ­

р е м е н н о й  а  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  ф у н к ц и й  о т  п е р е м е н н о й  т ) ,  и м е ю щ и х  

в  н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и  ц  п о л ю с  г)0 - =  — ки c o s  ¥  и  р е г у л я р н о й  н а  о с т а л ь ­

н о й  ч а с т и  п л о с к о с т и  тр
Т а к и м  о б р а з о м ,  р а с к р ы в а я  в и д  ф у н к ц и й  и  Ь 2, и м е е м :

+ оо ___________  + 0 в ___________
i j  + J ф,(т|,А.)?.3У>*2 -  /с2 + if dA.U+„ =

—  <Х)

(21)
+  с о

—  х 0 j  ср2 ( r|, X) УХ2 —  к2 Т  г)2 d ^  —  ( 2 л )
yia'lVf)

Г) +  1с a COS Ч Г

+  00 +  00

J  Ф г ( т ь X ) k 2W  — 1сг  +  i f  d X l x - o  —  J  ф 1 ( л Д ) Я г П г - А 2 +  п * ^ и и  =

— <т>
( 22)

+ 00

=  х 2* j  ф 2 ( ц ,  A,) VA,2 —  к2 +  г |2 dX —
( 2 я ) 2х 3

Л -I- Л м c o s  ЧГ
— 00

г д е  х 0 =  z co Z P /  Л>; х ,  =  — х 0 /  2 л * ;  х 2 =  * c o Z Af /  Z ) ;  х 3 =  — A u s i n  Чг х 2 /  2 л .

В ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  с  и н д е к с а м и  х  +  0  ( х  —  0 )  м о ж н о  с в е с т и  к  и н ­

т е г р а л а м  п о  к о н т у р а м  Г .  ( Г _ ) ,  о х в а т ы в а ю щ и м  в с е  о с о б е н н о с т и  п о д ы н т е ­

г р а л ь н ы х  ф у н к ц и й ,  л е ж а щ и е  в ы ш е  ( н и ж е )  в е щ е с т в е н н о й  о с и .

П о д с т а в л я я  в  с о о т н о ш е н и я  ( 2 1 )  и ( 2 2 )  в ы р а ж е н и е  ( 1 6 ) ,  п о л у ч а е м

С0 +  С2 г) =  Яо ( т ) ) =  -

Cl - ь  СзТ) =  / / ,  ( п )  =  —

ак 03го0
( ц  +  кы c o s  l F )  [i • 2 / + 3 ( r ) ) - F a P ' ' * 7 f O 0 l ) ]

( 2 3 )

s i n  T *  • /c03/ p / / c

( Л  +  * u  c o s  V )  [ i  • 2 /+3(л)  +  вр'А/ +3(л )  ] ’
( 2 4 )

A: 2 f'
где P =  "гг =  “Г  cc =  iZp /  Z0F, 6 =  iZiV / Z0.u, Z0F =  O&o3 / <0, Z0,v =  DA*n / о —

/г: /

х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  и м п е д а н ц ы  п л а с т и н ы  п о  о т н о ш е н и ю  к  с и л е  и  м о м е н т у ,  

qx = к и/  к —  б е з р а з м е р н а я  в е л и ч и н а  п о л ю с а  н а  в е щ е с т в е н н о й  о с и ,  о п р е ­

д е л я е м а я  и з  з н а м е н а т е л я  в ы р а ж е н и я  ( 1 6 )  п р и  у ч е т е  с о о т н о ш е н и я  к,2 =  
" Х 2-\- г)2 . В  р я д е  п р а к т и ч е с к и х  с л у ч а е в  у/ ,  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю  о п и с ы ­

в а е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :

?i =  / Р  К 1  +  Ь / Р .

г д е  6  =  р С „ /  Т З р о С ,  с „ ,  р 0 и  с и р  —  с к о р о с т и  п р о д о л ь н ы х  в о л н  и  п л о т н о с т и
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пластины и жидкости соответственно. Функции /+„(г|) определяются как

1
/-,Л п) =  — f

1 +  8*д,М |

2 л t J Vg* -  1 +  c2g ,2[ ( Г  +  e V )2 -  Р*]—
* +

где £ =  Я /& и е  =  т]/ (Яд.).
Индексы у функций указывают, что эти функции вычисляются

в верхнем полупространстве плоскости Я. Можно показать [1 ], что 
/н.з(т|) =  ‘/г. Функции / +0(ц) и / +2(п) онределяются путем расчетов на

ЭВМ, однако при (J >  1 (низкие частоты) их можно удовлетворительно ап­
проксимировать следующими зависимостями:

/-ю(п) » / ? . [ l / V l - s *  +  t / 2  /  ( 1 + е 1)'*],

при условиях lm е =  0 и | е | < 1 .  Здесь

«.* ~  1/?„ =  -
(<i!2-  1)?1

g i(5g.‘ - 4 ? , * - p 1)' ' 5щ4- 4 д12- р 2
Таким образом, с учетом соотношений (23) и (24) решение задачи при­

нимает вид

+” [Я ,(т|) +  Hi ( n)+ °° e"w\  » ------

срг ==-------  I dx\
(2л )2  ̂ г) +  к и cos Ч' J УЯ2 — /с2 +  т|2[ (Я2 +  ц2) 2 — k„r,] — q0:'1

-■ (25)
— ОС —  с о

Вычислим потенциал <р2 на больших удалениях от ребра по сравнению с 
длиной волны в жидкости при р >  1. Внутренний интеграл по переменной X 
можно свести к интегралу по перевальному пути ы к вычету в полюсе 
Х0 =  TlhPq* — rj2 =  ХУд,2 — в?\  находящемся на веществеипой оси X. В по­
люсе выражение УХ02 — к2 +  г)2 =  /сУд," — 1 > 1  и вклад полюса в результат 
интегрирования будет экспоненциально убывать по оси у. Вклады других 
полюсов на плоскости X будут убывать еще быстрее из-за наличия мнимой 
части в каждом полюсе. Поэтому основной вклад в величину внутреннего 
интеграла дает результат вычисления но перевальному пути. Введем систе­
му координат в плоскости, совпадающей или параллельной плоскости xoz: 
х =  R  sin 0, z =  R cos 0, и перейдем к повой переменной интегрирования 
X =  кц si п т, Ау =  к2 — ц2; тогда УХ2 — /с2 +  ц2 =  — 1кц cos т; ikx — 
— zTlk2 — к2 +  ц2 =  г7счЯ cos (0 — т ) . Точкой перевала является т„ =  0.

* Вместо у|), я|)0 читать XF и Т 0.
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Внешний интеграл по переменной т| также можно свести к вычету в по­
люсе т]о =  —к и cos Ч/  и к интегралу по перевальному пути. При этом вво­
дится новая система координат (см. фиг. 1), в которой у  — г  sin #  cos *¥0, 
R  =  Уг  — у 2 =  / У 1 — sin2 i) cos2 Ч;0, и осуществляется переход к новой пе­
ременной Tj =  A sin #  cos х; =  У к2 — тр =  &У1 — sin2 й  cos2 х, щу  +  ik,fl =  
=  ikr (sin2 й’ cos х  cos xF e +  У1 +  sin2 #  cos2 хУ 1 — sin2 #  cos2 XF 0) • Из произ­
водной последнего выражения по переменной х находится точка перевала 
х п =  4 V  В общем случае полюс т|0 =  /си cos 4 я =  —Ах/, cos Ч; может сов­
пасть при определенных условиях с точкой перевала, в которой г\п — 
= /с sin # cos XF 0; тогда необходимо использовать при вычислении интегра­
ла по перевальному пути специальный прием [2 ], который приводит к ин­
тегралам Френеля. При этом направление на точку наблюдения определя­
ется углом XF 0. гр =  ±  [я  — arc cos (g, cos XP / sin # ) ]. На частотах ниже 
граничной частоты (  ̂>  1 и g, >  1) это равенство будет иметь смысл, если g, cos ХР /  sin #  <  1, т. е. угол падения изгибной волны на ребро должен 
быть близок к  углу нормального падения (XF =  я  / 2).

Результаты анализа взаимного расположения точки перевала lF 0, полю­
са, перевального пути и пути интегрирования показывают, что при XF 0>  
>  ХР 0, гр полюс попадает в область плоскости х, ограниченную перевальным 
путем и путем интегрирования, а при XF 0 <  xF 0lrP выходит из этой области. 
Ограничимся вычислением поля излучения вне направления lF 0> гР. Тогда, 
следуя работе [2 ], на больших удалениях от ребра можно воспользоваться 
обычным методом перевала, поскольку в этом случае полюс будет достаточ­
но удалей от точки перевала. Учитывая, что Р 2 =  pdcp2 / dt, мы получаем 
окончательное выражение для звукового давления, обусловленного нали­
чием на пластине препятствия:

Л 2  Р 13ЫЧ Т  Р п е р

Р г  =  Р>и е р

при Чго >  Ч'о.гр, 
при 'F о <  lF 0, гр,

где
} __ ipccos 0(1 — sin2 ft cos2 Чг0) 1'!гго ^
 ̂nM’ 2krb[i‘̂ (sin ft cos 'F0 +  cos lF) (27)

X

[ 1 (r|u) H- —  sin 0 sin Wt (tin) 1 1 -  sill2ft cos2 VF„ j  e ihr

1 1 - i  - P  cos 0У 1 -s in 2 ft cos2 'F« 1 -  T -(s in 2 ̂  cos2 ^  cos2 0+sin2 0 )2 ] }

pc cos e 11 — gT2 cos2 xF],/«?/;0 YOlo) +  -jj- sin 0 sin XF-

P В Ы Ч

■ l ( r \ 0 ) V  l-?i*coe* 'K
У  2 n k l t  b p 3'*

( .  . COS0./-T------- 7Г
1 ,  V i  f cos •F X

X

X 1 -  X  (sin2 0 +  qL2 cos2,F cos2 0)
rz

i k R  v'\-<n2 cos2 ЧГ-UethV cos *F-i —

X cos f)
V 2 n k R b $**| 1 -  <Zi2cosT 1— pr(sin40 +  q i2cos2 lFcos20)2

(28)

где y (t|) =  -
a

i +
7 | ( й ) = Т +  6p*/+1(r|)
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Проанализируем полученные выражения для звукового давления. Звуко­
вое поле в жидкости, обусловленное рассеянием изгибиой волны на препят­
ствии, состоит из двух компонент. Первая компонента (27) существует во 
всем пространстве излучения и представляет собою сферическую волну, 
расходящуюся от начала препятствия. При стремлении точки наблюдения 
к оси у (4 яо 0, л; 0 я /  2) величина этой компоненты стремится к нулю. 
Вторая компонента (28) существует лишь в той части пространства, кото­
рая примыкает к полубескопечному препятствию и представляет собою две 
плоские волны, распространяющиеся от препятствия под углами ±  (я —yY ) t 
в пределах ± ( я  — 4 V  ГР) в сторону положительных п отрицательных зна­
чений х. Эти волны имеют те же величины амплитуд и направления рас­

пространения, что и в случае падения 
плоской изгибиой волны па препятствие 
бесконечной длины. Амплитуды воли во 
второй компоненте поля излучения убы­
вают в пространстве излучепия по ци­
линдрическому закону.

Проанализируем относительные 
вклады в акустическое поле пластины 
этих компонент излучения. Рассмотрим 
отношение Л =  \Р  иер | /  | Рвыч | в случае 
н и з к и х  частот ( р >  1) для точек наблю­
дения, расположенных при lF0 >  XF 0, ГР. 
Анализ показывает, что в этом случае 

величина А  не зависит от имиедапцев препятствия и является функцией 
только координат точки наблюдения.

На фиг. 2 представлены результаты расчета величины А  при нормаль­
ном угле падения изгибиой волны на препятствие OF = л . /2 )  и для точек 
наблюдения, расположенных в плоскости препятствия. Кривая /  рассчи­
тана для | к у \  =  л, кривая 2  — для | ку  | =  2л.

Из сопоставления кривых следует, что вблизи начала препятствия 
вклад компоненты акустического излучения, убывающей по сферическому 
закону, может существенно превышать вклад компоненты, убывающей по 
т \ и л ии д рич е с ко м у закону.

А
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