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ДИФРАКЦИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ 
НА БЕСКОНЕЧНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

I f .  А . В а г р л п ц е в а ,  Д .  Д .  П л а х о в

Исследовано звуковое поле вблизи бесконечной цилиндрической обо­
лочки при падении на пев сферической волны. Произведено сравнение 
теории и эксперимента.

Дифракция плоской звуковой волны на упругой цилиндрической обо­
лочке рассматривалась в работах [1—3]. В  настоящей работе исследовано 
дифракционное поле при падении на оболочку сферической волны, созда­
ваемой элементарным излучателем звука единичной производительности.

Звуковое давление вблизи поверхности цилиндрической оболочки ра­
диуса а  определяется при учете результатов работы [4] следующим вы­
ражением:
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Здесь г, ф, z и 7'0, ф0, Zo — соответственно цилиндрические координаты то­
чек наблюдения и излучения, ось z совпадает с продольной осью оболочки, 
г< г0; рс и pic, — соответственно волновые сопротивления сред вне и впут- 
ри оболочки; к и /с, -  волповые числа в средах вне и внутри оболочки; 
сомножитель ехр(—ш t), определяющий зависимость от времени, опущен;
е„=1 при л = 0, е7,= 2  при пФ0; Н (п (х) и 1п(х) — соответственно функции 
Хапкеля первого рода и Бесселя порядка п от аргумента х, штрихом в 
формуле (1) обозначены производные этих функций по аргументу; Zn(Q) — 
механическое сопротивление оболочки при нагрузке вида cos п(ср—ф„)схр- 
• [ ik (z —z0)cos0]. В формуле (1) исправлены неточности, допущенные при
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написании аналогичного выражения в работе [41. Величину Zn можно 
вычислить но формуле

Выражение (2) имеет достаточную для численных расчетов точность при 
дополнительных условиях, которые в частном случае с/с0= 0,3 , р/ро=0,125 
(при этих значениях параметров выполнены расчеты и эксперимент) мож­
но записать в виде &0я » 1  и k h ^ 3. Здесь к0 — волповое число продольных 
волн в материале оболочки, р0с0 — волновое сопротивление материала, h  — 
толщина оболочки, си и /си — скорость распространения и волновое число 
изгибных волн в пластине толщины А, находящейся в вакууме. Указанные 
выше условия определяют нижнюю и верхнюю частоты диапазона, в пре­
делах которого справедлива зависимость (2) для оболочки заданной толщи­
ны. При этом оказывается, что на низких частотах эта зависимость нару­
шается из-за возникновения резонансных колебаний, когда длина продоль­
ной волны в материале становится соизмеримой с окружностью оболочки 
(/с0а ~ 1 ) . На высоких частотах потеря точности при расчетах обусловлена 
появлением разности перемещений наружной и внутренней поверхностей 
оболочки при ее колебаниях. Разность перемещений оказывается сущест­
венной при k Qh > l  (или k h > 3 при с/с0= 0 ,3 ).

Мы будем рассматривать случай, когда точки излучения и наблюдения 
расположены вблизи цилиндрической оболочки таким образом, что имеет 
значение лишь распространение звука по кратчайшему пути, а вкладом 
волн, обогнувших оболочку с противоположной стороны, можно пренебречь. 
Это допущение упрощает решение задачи и эквивалентно предположению, 
что |ф—ф01 < л , причем точность решения тем выше, чем меньше г0—а  при 
/*<г0.

Принимая во внимание указанное выше допущение, ряд по индексу п 
в формуле (1) преобразуем при помощи метода Батсона [5] в интеграл по 
контуру 6’, проходящему выше вещественной оси в плоскости комплексной 
переменной v. Выполнив это преобразование и представив функцию Бессе­
ля в виде полусуммы функций Ханксля первого и второго родов, получим 
выражение
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Здесь и в дальнейшем предполагается ф0= 0 , что не нарушает общности 
анализа, поскольку обращение в нуль ф0 всегда может быть обеспечено за 
счет соответствующего поворота осей системы координат. Кроме того, при 
выводе формулы (3) использовано перавенство р,С|<рс, что допустимо в 
случае пренебрежимо малого влияния сопротивления среды внутри оболоч­
ки па ее колебания по сравнению с влиянием сопротивления окружающей 
среды (например, указанное соотношение выполняется, когда внутри обо­
лочки вакуум). Если принять Zv(0)/pc->-O или Zv(0 )/рс-*-*», то интеграл в 
квадратных скобках в формуле (3) совпадает с выражением, найденным в 
работе [6] (с точностью до членов, определяющих многократное огибание 
цилиндра волпой) для идеально проводящего цилипдра при падении на 
него электромагнитпой волны. Используя асимптотические формулы Дебая 
для функций Ханкеля [7] и применяя метод перевала [8] для вычисления
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интеграла (3 ), мы найдем при учете формулы (2) звуковое поле в освещен­
ной области; при z = z 0 получаем выражение

В формуле (4) обозначено: \i — коэффициент Пуассона, уи — угол падепия 
звукового луча, равный углу отражения и отсчитываемый от нормали к по­
верхности оболочки в точке отражения. Этот угол определяет направление 
на излучатель из некоторой точки на поверхности цилиндра, выбранной та­
ким образом, что сумма длин отрезков прямых, соединяющих эту точку 
(точку отражения) с излучателем и приемником, оказывается наименьшей 
из всех возможных при заданном положении точек излучения и наблюде­
ния относительно цилиндра.

Аналогичная электромагнитная задача подробно рассмотрена в работе
[7], где для геометрических величин использованы обозначения, совпадаю­
щие с нашими. Из результатов работ [6, 7] следует, что угол % является 
корнем уравнения

Этот корень легко определить численно по правилу Ньютона, если в качест­
ве первого приближения принять х=|ф|/2. Точность первого приближения 
тем выше, чем дальше точки наблюдения и излучения отстоят от поверх­
ности оболочки. Предлагаемый пами способ вычисления угла х справедлив 
до тех пор, пока точка излучения видна из точки наблюдения (в освещен­
ной области).

Из анализа выражения (4) следует, что звуковое давление в освещенной 
области определяется суммой падающей и отраженной от оболочки волн, 
причем обе волны имеют примерно равную амплитуду лишь вблизи оболоч­
ки, когда Я^/?1, а возвышепие $, s0 для точек излучения и наблюдения над 
поверхностью оболочки мало в сравнении с ее радиусом кривизны а. В  этом 
случае оба слагаемых, вошедших в функцию Ф формулы (4 ), близки по 
модулю, и при благоприятном соотношении фаз, зависящем от безразмер­
ной толщины оболочки kh, возможпо интерференционное усиление или 
ослаблепие давления звука в рассматриваемой точке пространства.

При величине |ф|, большей некоторого значения, зависящего от коор­
динат точек излучения и наблюдения (в области тени), интеграл в форму­
ле (3) не удается вычислить методом перевала. Для вычисления звукового 
давления в области тени интеграл (3) необходимо преобразовать, исполь­
зуя для функций Ханкеля, зависящих от аргумента ка  sin 0, представления, 
имеющие при v ^ k a  sin 0 более высокую точность, чем формула Дебая. При 
соблюдении условий \ = к а sin Q+Mt, Л/= (feasin G/2) v% |£|<Л/2, A:asinO»l 
выполняется соотношение //v(,)(2)(&a sin 0) ^(г/УлЛ/)ы;1(2(г), где wl)2(t) — 
функция Эйри [9, 10]. Для функций Ханкеля от аргументов кг  sin 0 и 
кг0 sin 0 целесообразно по-прежпему воспользоваться формулой Дебая. Это

(4)
е « [Л (П ,-Ю +2 a r c t g  |5]

Ф, Ф =  1 - -

" “ “ ( т М  Я - - г ^ - 2 г г ,  со»

i? i= [r 02— (a  sin x )2] v,+  ['-2- ( a  sin х ) Т !- 2 а  cos %,
So= [го2-  (a sin x )2] 'h- a  cos x, s =  [ r2-  (a  sin x )2] 'h- a  cos x-

cp= arccos ^ ^ -s in x )  +  arccos ^-^-sinx) —2arccos(sinx)-
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позволяет считать

Н {У1) (/его sin0)/7v1) (/crsin0) —
пк  sin 0

X
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если v<Ar sin 0, йт0 sin 0; г, г0> 2а.
При соблюдении перечисленных условий получаем
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ka ЛЧ-
Здесь контур Г проходит по лучу arg t = ^ n  от бесконечности до нуля и по

вещественной оси от нуля до бесконечности. Аналогичный интеграл по пе­
ременной I при q ( t )= ° °  был рассмотрен в работе [10]; интеграл при q (l)  =  
=const. исследовался в работах [И , 12].

Анализируя изменение подынтегральной функции в интеграле (5) при 
перемещении переменной t вдоль контура Г, можно установить, что вели­
чину иптеграла определяет в основном значение подынтегральной функции 
при |*|<1. Это обусловлено тем, что находящиеся под интегралом в зна­
менателе функция Эйри Wi(t) и ее производная w /(t )  быстро увеличива­
ются по модулю при интегрировании от нуля до бесконечности вдоль веще­
ственной оси, если £>1. Кроме того, w2(t) = w t(t) —2 iv (t) , где v(t)  — мнимая 
часть функции w {( t )y и поэтому интеграл по вещественной оси распадается 
на два интеграла, один из которых вычисляется в общем виде, а находя­
щиеся и числителе дроби иод знаком второго интеграла функция v(t) и ее 
производная быстро убывают при t>  1. Аналогично этому при численном

интегрировании вдоль луча arg t =  —  n  наблюдается быстрое уменьшение
3

подынтегральной функции при |/|>1, вызванное наличием сомножителя
13

ехр (—Л/ф |  ̂j sin 2  я )- Учитывая сказанное выше, можно при вычислении

интеграла (5) принять, что Ml<^ka sin 0 при k a ^ l ,  си/с^=\. Поскольку 
(с\«/с)*=(со/с)2(АЖ)2/12(1—,х2), то можно считать g (*)— q\ причем

м /р\г/с»\2 (**)* л -1 ..<1 =  т т —:—^ I —  II I —  I "  ------ г г “  1 • Пользуясь обозначепиямнkh  sin 0 \ р0/ L \ с !  12(1 - ц )  J
работы [12], интеграл по контуру Г представим в виде

w2'( t )— q'w2(t)
(в) j W i'(t)— q ‘Wi(t)

e«,dt =  - 2 i\ n e - i!'/ iVu {t , q‘ ).

Функция F „(S , q') табулирована в работе [12] для д*=0 и д '= °°; в нашем 
случае %=М\|>.



Используя соотношения (5), (6) и обозначая при интегрировании по 
переменной 0 в формуле (3) точку стационарной фазы символом 0', полу­
чим для ноля р при *ф^0 следующее выражение:

, i hR

Р = 4лЯ
Ф, Ф =

Г  2  q ) R

У (/сй2) 2(г02 — a1) (г2 — а2)

е Ц1ЦНг- И ) - л / 2 ] ^

Я г=  [ (гп2- а г) * +  (г2- я 2) [)] 2+  (z -z 0) \

0’ =  arccos (з — z0) /i?2, М’ =

Формула (7) ^позволяет рассчитать давление в зоне тени па конечном рас­
стоянии от упругой оболочки, если известпо значение функции Кц(ЛГ*ф, q ‘). 
Практически при выполнении расчетов на докритических частотах, когда 
скорость изгибных волн в пластине толщины h меньше скорости звука в
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окружающей оболочку среде (с«/с<1), можно считать q " > I; если же рас­
сматривается закритический диапазон частот (си/с >  1), то вычисления по­
казывают, что q'^ 0. Это позволяет в упомянутом выше случае с/с„=0,3; 
р/ро=0,125 принять при определении по таблицам [12] функции 
Klt (Л/*г|>, q ') ,  что q'=°°  при k h <  1 и q'= i) при k h >  1. Вблизи критической ча­
стоты kh<^\ и использование формулы (7) возможно, если только для опре­
деления функции Ft|(ЛГгр, q') выполнить численное интегрирование по 
коптуру с учетом зависимости величины q(t)  от аргумента t.

Результаты расчета модуля функции Ф в децибелах представлепы па 
фиг. 1 сплошной линией, причем для области тени (ф5И41°) использова­
лась формула (7), а при меньших значениях (р расчет производился но 
формуле (4). При расчетах предполагалось, что точка наблюдения переме­
щается по окружности радиуса г= 2а вокруг цилиндрической оболочки при 
расположении точки излучения в плоскости окружности (0*=л/2) на рас­
стоянии г0= 5а  от центра оболочки. Геометрические размеры оболочки были 
выбраны так, что ЛЖ=0,17; ка=\2Ъ. При указанных выше параметрах 
материала оболочки зто позволяло считать при определении величи­
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ны функции Fii(AfN|), q*). Кружками на фиг. 1 показано экспериментально 
найденное распределение давления.

Точность экспериментальных данных, представленных на фиг. 1 и на 
других графиках, может быть оценена величиной ± 5  дб  и определяется, 
главным образом, ошибками, которых не удалось избежать при определе­
нии угловых координат. В  качестве нулевого уровня на фиг. 1 выбрано дав­
ление в точке с координатой ср=81° при отсутствии оболочки. Из фиг. 1 
видно, что расчетное и найденное в эксперименте значения давления близ­
ки друг к другу. Аналогичные измерения и расчеты, выполненные при дру­
гих значениях параметра k h <  1, позволяют утверждать, что величину q* 
можно принимать равной бесконечности при выполнении расчетов по фор­
муле (7) в области тени вплоть до значений kh^- 1.

При k h >  1 расчет распределения давления был выполнен при тех же 
положениях точек излучения и приема относительно оболочки, при которых 
были получены результаты, представленные на фиг. 1. За счет изменения

частоты звука и толщины оболочки

о
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дБ * |.р .о. о*Т j при сохранении геометрических раз­
меров оказалось возможным обеспе­
чить значения параметров k h = 1,71; 
к а = 258, что позволило при определе­
нии величины функции Vn(M \|>, q*) 
принимать #*=0. Результаты расчета 
представлены на фиг. 2 сплошной ли­
нией, а кружками там же показаны 
экспериментальные значения функ­
ции | Ф |. Из рассмотрения фиг. 2 сле­
дует, что расчетные зависимости до­
статочно хорошо описывают измене­
ние звукового давления на закритиче- 
ских частотах.

Сравнение фиг. 1 и 2 позволяет от- 
т /ио /ю во so метить, что изменение упругих

?> гРад свойств оболочки мало влияет на рас­
пределение давления в освещенной 

области. Наоборот, в области тени при 
неизменном ка  давление звука су­

щественно больше для k h >  1. По этой причине уровень давления при 
150—170° па фиг. 1 оказывается меньше, чем на фиг. 2 (при тех же зна­

чениях ср), несмотря на то, что представленные на фиг. 2 результаты отно­
сятся к случаю, когда частота звука возросла в два раза, а радиус кривизны 
остался неизменным.

Следует отметить, что описанные выше закономерности подтверждаются 
также результатами, приведенными в работе [3 ]. Там же указывалось на 
специфические особенности в распределении давления, создаваемого пло­
ской волной звука вблизи цилиндрической оболочки на критической часто­
те. В связи с этим нами были выполнены эксперименты при ка =  156, 
k h = 1,04, результаты которых представлены на фиг. 3. Кружками показа­
ны экспериментальные результаты, сплошной линией нанесены результаты 
расчетов по формулам (4) и (7), причем при выполнении расчетов прини­
малось д*=°°. Можно видеть, что найденный экспериментально уровень 
давлепия превышает расчетный как в освещенной области, так и в области 
тени. Отмеченное различие результатов можно объяснить тем обстоятельст­
вом, что при колебаниях оболочки с частотой, близкой к критической, обра­
зующиеся изгибные волны имеют значительную амплитуду и создают до­
полнительное звуковое давление, особенно заметное в области тени. Это 
позволяет предположить, что звуковое давление в тени может быть пони­
жено, если увеличить поглощение энергии изгибных колебаний в упругой 
оболочке. В связи с этим были предприняты измерения, в процессе, которых
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на внутренней поверхности оболочки закреплялась губчатая резина, обла­
дающая повышенным коэффициентом поглощения энергии в сравнении с 
материалом оболочки. Результаты измерений, выполненных после установ­
ки резины, показаны на фиг. 3 зачерненными кружками. Видно, что погло­
щение энергии колебаний оболочки, достигнутое за счет нанесения губчатой 
резины, приблизило результаты эксперимента к расчетным зависимостям. 
Измерение поглощения энергии, выполненное реверберационным методом 
[13] после закрепления резины, показало, что коэффициент потерь возрос 
в два раза. Таким образом, значительное уменьшение давления звука в об­
ласти тени, обнаруживаемое из рассмотрения результатов, представленных 
на фиг. 3, обеспечивается на частотах, близких к критической, за счет срав­
нительно небольшого увеличения коэффициента потерь,в оболочке.

Выполненное сопоставление результатов расчетов и эксперимента сви­
детельствует о том, что найденные выше расчетные зависимости вполне 
пригодны для оцеп 1х*и распределения давления, создаваемого источником 
сферической волны звука вблизи цилиндрической оболочки.
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