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ВИБРОИЗОЛЯЦИЯ УПРУГОГО РЕБРА ПО ОТНОШЕНИЮ 
К ИЗГИБНЫМ И ПРОДОЛЬНЫМ КОЛЕБАНИЯМ
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Исследовало влияние волновых явлении в ребре, а также преобразо­
вания типов воли на изоляцию ребром жесткости изгыбных и продольных 
колебании, распространяющихся по тонкому стержню. По результатам 
численного эксперимента сделан вывод о певысокой точности приближен­
ных решений для коэффициентов отражения изгибных и продольных 
воли. Оценена энергия «наведенных» колебаний стержня.

При изучении распространения колебаний по инженерным конструк­
циям часто требуется определить вибропзоляцию, создаваемую упругими 
подкрепляющими элементами типа ребер жесткости. Так, в работах [1—4] 
исследовалась виброизоляция одиночного ребра жесткости, а в работе
[5] — вибронзоляция периодической системы ребер. В этих работах вклад 
в вибропзоляцию ребер их изгибных и продольных колебаний, а также 
преобразования типов волн в песущем стершие не анализировался. Ниже 
рассматривается влияние упомянутых факторов на величину модулей ко­
эффициентов отражения изгибных п продольных волн от одиночного под­
крепляющего элемента.

Пусть па тонком стержне прямоугольного сечения толщиной нор­
мально к его нейтральной оси установлено ребро жесткости толщиной 
hi п высотой II  пз того же материала, что и стержень. Модуль упругости 
и плотность материала обозначим соответственно через Е  и р. Совместим 
координатную ось х  с нейтральной осыо стержня, а ось у направим вдоль 
-ребра.

Пусть пз иолубесконечного элемента 1 на ребро в направлении поло­
жительных зпаченпй координаты х  надает плоская изгибная волна еди­
ничной амплитуды ехр (£&,#—ш1), где /с, — волновое число изгибных коле- 
баппй стержня, со — круговая частота, t  — время. В стержне возникают 
отраженные и прошедшие продольная п изгпбные (бегущая и неоднород­
ная) волны, а в ребре — прошедшие и отраженные от свободного конца 
продольная и изгибныо (бегущая и неоднородная) волны.

Коэффициенты отражения от ребра жесткости и прохождения за ребро 
изгибнои (продольной) волны с учетом возникновения всех указанных 
типов волн могут быть найдены методом внутренних импеданцев.

Суть метода заключается в следующем. Любая стержневая конструк­
ция мысленно расчленяется па отдельные однородные участки (E=const, 
p=const, /=const, где I — момент инерции поперечного сеченпя) так, что­
бы в пределах этих участков не наблюдалось никаких внешних возмуще­
ний. Чтобы сохрапить характер колебательных процессов в выделенном 
участке конструкции, его концы нагружаются импеданцами aiiy выражаю­
щими кинематическую связь рассматриваемой и отсечеппой частей, а так­
же впепгаими возмущениями (поперечной Р  и продольной Q силами и из-
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гибающим моментом М), выражающими влияние усилий, приложенных 
к элементам отсеченной части или действующих но концам выделенного 
участка. При учете совместных изгибпых и продольных колебаний эти 
требования позволяют сформулировать в общем случае по три граничных 
условия для каждого конца х = х п выделенного участка стержневой кон­
струкции

а 11 {х п )  а п  ( Х п )  а 13 ( ^ п )

—  а 12 (х п )  а 22 ( х п )  а 2 3  ( ^ п )

— аи (хп)а23 (хи) а ^ ( х п)

В системе (1) через v(xn), и (хп) и v '(xn) обозначены поперечное и про­
дольное смещения нейтральной оси, а также угол поворота конца рассмат­
риваемого участка конструкции; Elv" '(xn), EFu'(xn) и Elv" (хп) — пере­
резывающая и продольная силы п изгибающий момент, действующие 
в рассматриваемом поперечном сечении площадью F. Попарное равенство 
импеданцев со смешанными индексами объясняется теоремой взаимности 
и принятым правилом знаков для усилий и деформаций.

При определенпп коэффициентов отражения и прохождения изгибных 
и продольных волн в задачах о впброизоляции упругих препятствий с лю­
бой конфигурацией поперечного сечения, установленных на бесконечном 
стержне достаточно рассмотреть колебания полубесконечного участка 
стержня. Импеданцы и внешние усилия этого участка будут определяться 
имнеданцами и внешними усилиями препятствия и отсеченной части 
стержня. Соответственные формулы могут быть получены, если подставить 
граничные условия ( 1 ) для отсеченных участков конструкции в динами­
ческие условия равповесия узла соединения. Перемещения п углы пово­
рота отсеченных участков конструкции предварительно выражаются через 
перемещения и углы поворота смежного сечения рассматриваемого полу- 
бескопсчпого участка. В результате получаются три уравнения, являю­
щиеся по существу тремя граничными условиями для этого участка. После 
приравнивания соответствующих свободных членов и коэффициентов при 
перемещениях и угле поворота в уравпепиях полученной таким образом 
системы и системы ( 1 ), написанной для рассматриваемого полубссконеч- 
пого участка, могут быть найдены формулы, выражающие взаимосвязь 
импеданцев и внешних усилий в узле соединения элементов стержневой 
конструкции.

В рассматриваемой задаче эти формулы имеют вид

а р  (0 ) =  а,',” (0 ) + а р  (0 ), а Р  (0 ) =  а Р  (0 ) -  а Р  (0 ),

(2 ) а р  (0 ) =  а Р  (0 ) + а Р  (0 ), а Р  (0 ) =  а р  (0 ) +  а Р  (0 ),

а р  (0 ) =  а Р  (0 ) —а р  (0 ), 4 ” (0 ) =  С  (0 ) +«„“ (0 ),
М(3> =  <?(3) =  £><'>.

Для определения коэффициентов отражения и прохождения необхо­
димо конкретизировать импеданцы и внешние усилия для полубескопеч- 
ных участков стержня 1 и 3 и ребра 4. Эти величины можно получить из 
общих формул, связывающих импеданцы и усилия, загружающие концы 
выделенного участка стержпя. Для чисто изгибпых колебаний конструк­
ции выражения, связывающие импеданцы, представлены в работе [ 6 ]. 

Не выписывая здесь упомянутые общие формулы ввиду их громозд­
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кости, представим необходимые нам импеданцы и внешние усилия полу- 
бескопечных участков стержня 1 и 3 и ребра 4

f С '(1,= т(Ш)ВД,
в |21,’,*> =  iEIJti,

=  + { i - i ) E h k l,

« Г ’ 1 4  =  ±  iEhty.,

=  О,
(*, „  х и  ( а д

(3)

а„ = £ № -
Ж а д  ’

« 2 2    — E l  rjt/k

2E(kJI)  ’
5  ( * 4t f )

Я ( МО ’

«зз* =  — EhhK tg (х //) ,
<*)«13 - 

pU) .

М(1)
р ( 3 )  .

(4) л«23 = 0 ,

: - 2 ( 1  +  0 Ё /А 3,
= - 2 ( Ш ) £ № ,
Р<4> =  71/(3) =  Jf(4) =  q h ) =  QW =  QW =  0.

Здесь верхний и нижний знаки соответствуют зпачепиям х = —О и я= + 0 ; 
к  и х  имеют смысл волновых чисел изгибиых и продольных колебаний 
ребра и стержня, а А{к;,Н)\ В(к,М)> Е{к>,Н) и F{k^H) — известпые линей­
ные комбинации функций Крылова [3]. Укажем, что при распростране­
нии по стержню продольной волны следует принять Р (1)==М(1)= 0 и Q(i)= 
= 2  iEhiK.

Рассмотрим колебания полубескопечных участков стержня, нагружен­
ных известными импедапцами и усилиями. Упругую линию стержня за­
дадим в виде:

v t ( х )  = e ih'x + R e - ih'x + R " e h' \

и i ( х )  = r e ~ iYX,

(4)
v s ( x ) = T e ih' * + T " e - k* 

щ ( х )  = t e ixx.

Здесь R "  и Т "  — амплитуды изгибпых неоднородных волн (отраженной 
и прошедшей), а г и t — амплитуды «наведенных» продольных волн (отра­
женной и прошедшей).

Используя формулы (2) —(4) и граничные условия (1), напишем ко­
эффициент отражения R  изгибпой волны от ребра жесткости

„ А

ZxyZx
X
К

) (2+iZv) - 2 Zy ZX
(5)



Здесь

Zx =  - 2 i - V * . 3  А ( к Д )  
12A,x

Z, =  2 ( l+ 0  +  - ^ - t g ( x t f ) ,
Л - 1  / С  j

V** Я (&4Я)
Z,, =  2 ( 1 - 0 -

z = -
V/c. E{kJI)  

h fk ?  F(kkH)
V * .’ 2E{kKH)

Величины Zx, Z,j и Z*  определяют нормированные реакции ребра и полу- 
бескопечных элементов стержня соответственно на перемещения в на­
правлении координатных осей х  и у, а также на угол поворота в плоскости 
хоу. Величина Z  характеризует нормированную реакцию ребра па преоб­
разование падающей изгибной волны в продольные колебания стержня.

Введем обозначения: я, =  — , п2 =  — , /г3= хЯ ; тогда аргумепт функ-
hi Ф К

ций Крылова и реакций Zxy Zy, Zxy п Z  примут вид

=  У1 2 (п2 м3)0-5; 

Zx =  — 2г — 1

У1 2

- 0 .5  0 ,5  А .  ( П > у f l 3 )
ЩПг Пг -----------

Е(п2, щ)

Zy =  2 (1 + 0 +  V12 п\'Ъ п2 5 п3 0 5 1g(rc3) ;

Zxy =  2 (1 -0  - n l
5 В (П2, П5) 

Е(п2,п 3) ’

Z  = П
F{n2, n3)

1 2 E(n2ln3) *
Рассмотрим некоторые приближенные выражения для коэффициента 

отражения R. Примем равными бесконечности и нулю жесткости соответ­
ственно несущего стержня и ребра по отношению к продольным волнам 
и учтем лишь изгибпые колебапия элементов рассматриваемой конструк­
ции и перемещения ребра как массы. Для этого следует положить Zx=°°, 
Z,= 2 (1 + 0 , Z=0. Выражение коэффициента отражения изгибной волны 
от ребра будет

( 6)

где

Я„ =
IS  з

«а (1 + 0 —4

S 3 —  M i
i,5 Я (м2, щ)

Е (п2у ns)
Пусть жесткость ребра бесконечна по отношению к пзгпбньгм колеба­

ниям, а жесткость несущего стержня бескопечпа по отношению к продоль­
ным колебаниям. В этом случае в ребре возможны только продольные 
колебания, а в стержне — только изгибные. Поскольку здесь мы должны 
положить Zxy= 2 ( l—i) и Z = 0, то коэффициент отражения изгибной
волны от ребра жесткости принимает следующий вид:

<7> л - - 4й щ т : '
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где-

Si =  У1 2 п1'*П2'*п3 °,5th(m 3).
В более общем случае, когда в ребре появляются как изгибиые, так 

и продольные волны, но в несущем стержне отсутствует преобразование 
изгибной волны в продольную (Zx=ooj Z = 0), коэффициент отражения 
Ди+п оказывается равным
(8 ) Дп+п=Ди+Дп.

Если на ребро жесткости в направлении положительных значений коор­
динаты х падает плоская продольная волна единичной амплитуды

exp (ixx—itot), то коэффициент отражения R'  с учетом всех возникших 
в конструкции колебаний может быть написан в виде

ZxyZx— ~ Z 2+2iZxy 
_______ к,________

ZxyZx - ^ Z *
к  i

Положим равной бесконечности жесткость стержня по отношению 
к изгибным колебаниям, т. е. пренебрежем преобразованием продольной 
волны в изгибные колебания стержня. В этом случае Z = 0 и коэффициент 
отражения R /  будет

где
1  - 0 ,5  0,5 А .  ( П 2у П Л)Si =  - ---- щпг п3 ------------ .

Ш  Я ( п 2, п 3)

Формулы (5) —(10) использовались для определения вклада в вибро- 
изоляцию изгибной и продольной волн колебаний ребра, а также преобра­
зования волн в несущем стержне. Расчеты выполнялись для значений 
параметров гс, и п2у равных соответственно 1,0; 1,5; 2,0; 2,5, и 9; 16; 20; 
25. Величина безразмерной высоты ребра жесткости nz изменялась с ша­
гом 0 , 0 1  от 0 , 0 1  до я.

На фиг. 1 представлены типичные зависимости от п3 модулей коэффи­
циентов отражения изгибной волны, соответствующих точному |/?| и 
частным |Я„| ,  |ДП|, |Ящ-п| решениям. Результаты получены при отноше­
нии толщин ребра и стержня, равном 2 , и высоте ребра, кратной двадцати 
пяти собственным толщинам (п 2= 25).
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Из рассмотрения фигуры видно, что с ростом щ  модули коэффициентов 
отражения \R\ (кривая i ) ,  | #„|  (кривая 2) и |ЛЦ+П| (кривая 4), рассчи­
танные соответственно по общей формуле (5) и частным формулам (6 ) 
и (8 ), осциллируют относительно некоторого среднего значения. Кривая
(3) для модуля коэффициента отражения R n существенно отличается от 
кривых 1, 2 и 4. Из этого следует, что учет в ребре только продольпых 
колебаний не может удовлетворительно описать точное решение рассмат­
риваемой задачи.

Максимумы \Ra\ (кривая 2) определяют случаи полной виброизоляцпи 
и наблюдаются при значениях параметра п3> соответствующих антирезо- 
иансным частотам ребра, у которого один конец защемлен, а другой свобо­
ден. Эти значения несколько меньше величин п3, соответствующих макси-

I*'

Фиг. 2 Фиг. 3

мумам |й„+п| и |Д| .  Минимумы |Д„|  равны нулю, что указывает на воз­
можность беспрепятственного распространения по стержню изгибной вол­
ны в данном частном случае. Сопоставление показывает, что, несмотря па 
некоторое подобие кривой 2 и кривой i ,  соответствующей точному реше­
нию, различие между ними оказывается весьма значительным. В связи 
с этим учет только одних изгибпых колебаний ребра является недостаточ­
ным для определения его виброизоляции по отношению к изгибной 
волне.

Дополнительный учет продольных колебаний в ребре (кривая 4) 
уменьшает разницу между частными и точным решениями, что позволяет 
в приближенных инженерных оценках модуля R  использовать для вычис­
ления упрощенную формулу (8 ). В более точных расчетах |Д | следует 
использовать формулу (5), учитывающую дополнительно к предыдущему 
частному случаю преобразование изгибпых волн в продольные колебания 
несущего стержня.

На фиг. 2 представлены результаты расчета коэффициентов отраже­
ния продольной волны от ребра \R'\  и |/?и/ |, вычисленных при 1,5 
и п2= 16. Кривая (./) соответствует точному решению (9), а кривая (2) — 
приближенному решению (10). Видно, что обе кривые имеют резонанс­
ный характер, причем максимумы кривой (2) наблюдаются при значениях 
параметра /г3, соответствующих собственным частотам нзгпбных колеба­
ний ребра жесткости. Различие кривых 1 и 2 указывает на невысокую 
точность приближенного решения и свидетельствует о необходимости 
использования точного решения (9). Сделанпый вывод справедлив для 
всех значений параметров rii и /г2, принятых в расчете.

Поскольку в обоих проанализированных выше случаях вблизи значе­
ний п3у соответствующих максимумам |# |  и | 1 , наблюдалось различие 
между приближенными и точными решениями, внброизоляция изгибпых 
и продольных воли вычисляется с учетом как волновых явлений в ребре, 
так и преобразования волн в стержне. Расчеты изоляции ребром изгибпых 
В И (продольных ВИ7) волн были выполнены с учетом энергии прошед­
ших, как изгибпых (продольпых), так и «наведенных» продольных (из-
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гибпых) волн в стержне

(И) ВИ =  10 lg

( 12) BH' =  101g

2  х 
1

х
Г 2 +  2 —  t*

k,
где Т{Т') и t(t') — амплитуды прошедших изгибыых (продольпых) и «на­
веденных» продольных (изгибных) волн.

Величины Г, Т \  I и V вычислялись с использованием следующих вы­
ражений:

* =  2 ( 1+0
х
ki х

к.
Z2- Z xy z x

(16) * ' = ( 1 + 0  ------------------ =  Г,

ki
Расчеты виброизоляции производились для указанных выше диапазонов 
изменения параметров пь п2 и п3; множитель к{/к  в формулах ( 1 1 ) и ( 1 2 )
записывался в виде У1 2  (тг̂ ) 0 *5 rc3“0,5.

На фиг. 3 сплошными кривыми 1 и 2 представлены величины вибро­
изоляции ВИ и ВИ' в децибелах, рассчитанные при п {= 1, /г2 = 9. Штрихо­
выми кривыми 3 и 4 изображены значения ВИ и ВИ', вычисленные без 
учета энергии «наведенных» волп. Сопоставляя кривые 1 и 3, а также 2 
и 4, видим, что в обоих случаях распрострапепия волп по стсржшо учет 
энергетического вклада «наведенных» волп уменьшает ‘ всличипы ВИ и 
ВИ', особенно в области безразмерных высот ребра, соответствующих мак­
симальной виброизоляции. Таким образом, энергия «наведенных» волн 
вблизи частот максимальной виброизоляции может быть одного порядка 
с энергией волп той же природы, что и у падающей волны.
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