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ВЛИЯНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ РАЗДЕЛА 
НА РЕЗОНАНСНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПУЗЫРЬКОВ

Г .  Н .  К у з н е ц о в ,  И .  Е .  Щ е к и п

Исследуется влияние твердой или свободной поверхности раздела 
на собственную частоту и коэффициент затухания пульсирующей и дви­
жущейся поступательно газовой полости в жидкости. Получены анали­
тические зависимости и численные результаты, определяющие значения 
собственной частоты и коэффициента затухания в зависимости от разме­
ра пузырька, вязкости жидкости, расстояния от поверхности раздела и 
ее типа.

Для оценки шумов акустической и гидродинамической кавитации, при 
расчетах затухания и скорости распространения звука в двухфазном погра­
ничном слое, возникающем при движении тел в жидкости, необходимо 
знать точное соотношение между размерами газовых пузырьков, частотой 
линейного резонанса и коэффициентом затухания на собственной частоте.

Исследованию параметров движения пузырьков в безграничной жидко­
сти посвящены работы [1—3]. В работах [4, 5] установлено, что пульсации 
пузырьков вблизи твердой стенки оказываются иными, чем в свободном 
пространстве. Экспериментально измеренное значение частоты собственных 
колебаний пузырьков, находящихся непосредственно па твердой поверхно­
сти [4], существенно меньше, чем значение частоты линейного резонанса 
в неограниченной среде [1, 2], и удовлетворительно согласуется с теорети­
ческой оценкой, учитывающей неподвижный зеркально-отображенный мни­
мый источник, заменяющий твердую поверхность [5].

Рассмотрим более общий, чем в работе [5], случай, когда газовая по­
лость пульсирует и перемещается поступательно в результате взаимодейст­
вия со свободной или твердой поверхностью раздела в вязкой жидкости.

Уравнения, описывающие радиальпое и поступательное движения пу­
зырька в вязкой жидкости с точностью до членов порядка е2, имеют вид [6]:

где R  — радиус пузырька, х  — расстояние от центра пузырька до поверх­
ности раздела, р, Р 0 — плотность и давление в жидкости, окружающей пу­
зырек, а  — коэффициент поверхностного натяжения, ц — динамический

Rкоэффициент вязкости, г = ---- , у — показатель политропы. Точками в вы­

ражениях (1), (2) обозначены производные по времени, верхние знаки в
(1), (2) и далее перед членами с е и еЕ соответствуют движению пузырька 
вблизи твердой стенки, нижние — движению у свободной поверхности.

р рД рДо / \ R /  рR

(2) ЯАЧ-3/&т9е2Яа̂ Зе2# # + (Ш г+9 —  х=0
p H

2х

236



Предположим, что отклонение радиуса от равновесного значения Д0 и 
отклонение расстояния до поверхности раздела от его начального значения 
х 0 малы, т. е.

R ' х'
(3) R= R0+ R \ х = х 0+ х ' ,  —  < 1 , — <  1.

До

Подставляя выражения (3) в формулы (1), (2) и сохраняя малые члены 
только порядка й ' и х \  получим уравнения для малых колебаний пузырька, 
находящегося вблизи поверхностей раздела:

(4) До#(1±еО-+- —  е0г#а£+4 — ~
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(5) Д0я+Зе02ДоД+9 —-—#=0,
рйо

где е0 = Переменные й  и х , штрихи при которых далее опущены, ха-
2х0

растеризуют малые возмущения радиуса пузырька R 0 и расстояния его х0 
до границы раздела. Приведем уравнения (4), (5) к безразмерному виду:
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У
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Уравнения (4'), (5') представляют собой уравнения колебаний системы 
с, двумя степенями свободы при наличии сил сопротивления. Предполагая 
в дальнейшем проанализировать самостоятельное влияние вязкостного со­
противления, введем в уравнениях радиального и поступательного движе­
ния (4') н (5') величины М{ и М2, равные М, как параметры, характери­
зующие раздельное влияние вязкости на обе степени свободы. Запишем 
далее уравнение для собственных частот системы:
(6) ak*+bXz+cX+d=0,
где а==1=Ьбо—1,5 во4, Ь=4Л/1+ Ш 2±9е0̂ 2, с—3-y+ jE (3-f—1) +36ЛГ

^ = 9 M J 3 T + ^ (3 l- l ) ] .
Корни уравнения (6) в общем виде найти невозможно, поэтому поступим 
следующим образом.

Пусть £ есть действительный корень уравнения (6), который можно 
найти, применяя численные методы. Тогда выражения для собственной ча­
стоты /  и коэффициента затухания б радиальных колебаний газового пу­
зырька с учетом £ запишутся в виде

/ b+la 
\ 2 а
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го М 0,01 ОД 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0 -- 1̂ 0,090 0,899 1,799 2,699 3,599 4,499 5,399 6,299 7,200 8,099
--12 0,090 0,899 1,799 2,699 3,599 4,499 5,399 6,299 7,200 8,099

од - I , 0,090 0,900 1,800 2,700 3,600 4,500 5,400 6,301 7,201 8,101
—62 0,090 0,900 Г, 800 2,700 3,600 4,500 5,400 6,301 7,201 8,102

0.2 —1, 0,090 0,900 1,800 2,704 3,607 4,511 5,414 6,317 7,220 8,123
—Ь 0,090 0,900 1,800 2,706 3,612 4,518 5,425 6,332 7,238 8,145

0,3 —1, 0,090 0,901 1,810 2,722 3,636 4,551 5,465 6,400 7,293 8,207
—Во 0,090 0,901 1,813 2,737 3,672 4,615 5,561 6,507 7,455 8,402

0,4 —1, 0,090 0,905 1,829 2,767 3,709 4,650 5,591 6,532 7,472 8,411V, л
—& 0,090 0,906 1,846 2,844 3,901 4,995 6,105 7,218 8,329 9,400_ * _

0.5 0,090 0,912 1,871 2,857 3,851 4,844 5,835 6,846 7,812 8,800ы
—12 0,090 0,915 1,935 3,218 4,817 6,504 8,162 9,780 11,37 12,900

Вычисленные значения |  приведены в таблице.
Величины и характеризуют пульсации пузырька у твердой и сво­

бодной поверхностей соответственно. Вычисления выполнены при 
р 0=Ю 6 дин/см2, о=75 дин/см, р=1 г/см3 и различных значениях безразмер­
ных параметров е0 и М. Если учесть вязкость только в радиальном движе­
нии (Мг=0), то выражения (7) и (8) записываются в явном виде как

( П U 2лЯ„{
P 0[ 3 f + £ ( 3 f - l ) ]

р(1±е,
З-у-Р ] , ^  ) 'к
1,5е„‘) Я02рг(1±е.-1 ,5е.4)2 J ’

( 8 ' ) б, =  -
2ц

рйог(1±8о—1,5е04)

При е0->-0, т. е. при удалении пузырька от поверхности раздела, выражения 
(7'), (8') тождественно переходят в формулы для частоты и коэффициента 
затухания в безграничной жидкости — /„  и б*  [3]:

Если учесть вязкость только в уравнении поступательного движения 
(Mi=0) и пренебречь е04 по сравнению с ео, то получим следующие выра­
жения:

(9) !=-9ЛГ„

(7 "0  U — ч2яД0 I
Р„[3Т+ £ (3 Т- 1 ) ]  л*

р(1±е0) } •

(8"0 б2=0.
/

На фиг. 1,2 приведены результаты вычислении величии 7 — т~ и л — ——/а> О»
при различных значениях взятых из таблицы. Сплопшые кривые соответ­
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ствуют пульсациям пузырька у свободной поверхности, пунктирные — пуль­
сациям у твердой поверхности. Значения МУ=М2=М  являются параметра­
ми и обозначены рядом с кривыми. Из рассмотрения кривых па фиг. 1, 2 и 
формул (7), (8) —(7"'), (8"') можно сделать следующие выводы.

1. При приближении к твердой или свободной поверхности (е<г->-0,5) 
собственная частота пузырька в маловязких жидкостях при (НО,2 соот­

ветственно уменьшается в V 1,5 или уве- 
чивается в У2 раз и может быть вычис­
лена по формуле (7'). Причиной измене­
ния частоты /  является соответственно 
увеличение или уменьшение присоеди­
ненной массы пузырька в жидкости, ог­
раниченной поверхпостью раздела. От­
метим, что учет более высоких прибли­
жений в определении потенциала при 
выводе уравнений (1), (2) практически 
не влияет на величину резонансной ча­
стоты. Так, например, учет членов по­
рядка е3 приводит к изменению /  не бо­
лее чем на 1,5%.

2. С увеличением вязкости при фик­
сированном е0 значение собственной ча­
стоты пузырька /  уменьшается как вбли­
зи твердой, так и вблизи свободной по­
верхности. При увеличении М  значение /»  уменьшается быстрее, чем ча­
стота /, при колебаниях у твердой поверхности и медленнее, чем частота, 
при колебаниях у свободной поверхности, что и определяет зависимость 
х(е0) на фиг. 1.

3. При приближении к поверхности раздела (ео-^0,5) коэффициент за­
тухания б уменьшается до полутора раз у твердой поверхности и возрастает 
до 2,5—3 раз у свободной поверхности в зависимости от величины М. Значе­
ния б, определяемые аналитически по формуле (8') и численным способом, 
хорошо согласуются между собой при Л/=0-г-0,3 для пульсаций пузырька у 
свободной поверхности и при Л/>0,3 для пульсаций вблизи твердой поверх­
ности.

4. При постоянном ев значения б с увеличением М  возрастают как у 
твердой, так и у свободной поверхности (фиг. 2).

5. Вязкостный член в уравнении поступательного движения в рамках 
принятого приближения оказывает малое влияние на коэффициент затуха­
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ния и собственную частоту пульсаций пузырька вблизи поверхностей раз­
дела, за исключением области значений М >0,4 п ео>0,4, при которых, как 
следует из таблицы, 11,,2| > 9 М.

1
На фиг. 3 сопоставляются зависимости а  =  —  =  р ( /) , полученпые экс-

Ro
периментально для пульсаций пузырьков в воде при Р 0= 1 атм, ео=0,5 
(обозначены точками по данным [4]) с соответствующими теоретическими 
зависимостями (кривая 2 —по данным [5], кривая 2 рассчитана по форму­
ле (7), кривая 3 представляет зависимость а  (/) при е0= 0  по данным [3]).

В заключение отметим, что полученные результаты могут быть исполь­
зованы также для вычисления собственных частот и коэффициентов зату­
хания пузырьков, пульсирующих вблизи других пузырьков такого же раз­
мера.
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