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ДИФФУЗИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ В ЗАДАЧЕ О МНОГОКРАТНОМ
РАССЕЯНИИ ВОЛНЫ В ОДНОМЕРНОЙ 
СЛУЧАЙНО НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

В . i f .  Г ельф гат

В предположении малости рассеянии на длину волны и масштаб 
неоднородностей процесс многократного рассеяния монохроматической 
волны в одномерной случайной среде может быть описан как стохасти­
ческий процесс диффузионного типа. Плотность распределения парамет­
ров этого процесса, являющаяся функцией коэффициентов отражения и 
прохождении волны, удовлетворяет уравнению Колмогорова — Фоккер — 
Планка, роль времени в котором играет толщина рассеивающего- слоя. 
Коэффициенты сноса и диффузии, входящие в уравнение, находятся из 
решспия задачи рассеяния во втором приближении метода малых воз­
мущений по величине флуктуаций параметров среды. В рассматривае­
мом приближении вклад в рассеяние вносят резонансные флуктуации, 
приводящие к взаимному перерассеянию нрямой волны в обратную, и 
согласованные флуктуации, приводящие к случайным фазовым набегам 
в прямой и обратной волнах без их взаимного перерассеяпия. Найдено 
решение уравнения КолмогороваФ оккер — Плапка, позволяющее рас­
считать любые характеристики рассеянного поля, а также решить зада­
чу о рассеянии поля точечного источника в случайно неоднородной 
среде.

Будем описывать распространение монохроматической волны круговой 
частоты со в одномерной случайно неоднородной среде системой уравнений 
1 -го порядка для давления р  и скорости и:

d  / р \  (  0  р ( 1 + е Р )  \  / р \

d x \  v)  \ р(1+ер) О I \  vl
где р и р — средние плотность и сжимаемость, а ер я  е? — случайные отно­
сительные отклонения соответственных параметров. Заменой переменных
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сведем исходную систему (1 ) к виду
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где к = соV — волновое число в однородной среде с усредненными пара­
метрами р и р, которые предполагаются постоянными. Заметим, что замена
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(2) ф актически  связана с  разбиением полного ноля на  поля бегущ их впра­
во р+ и  влево р_ волн. Х о т я  подобные разбиения и  не являю тся  однознач­
ны ми, и спользуем ому разлож ению  мож но придать четкий  ф изический 
смысл.

А  именно, если в данной точке неоднородной среды  мы разорвем среду 
и  вставим  однородный участок  с толщ иной, кратной  длине волны, то поле 
в остальны х участках  не изменится, а внутри  вставки на ее границах поля 
бе гущ их  вправо и  влево воли будут  совпадать с введенными выш е вели­
чинам и  р + и  р- .

Введем  м атрицу перехода G(x ,  х 0) ч связы ваю щ ую  поля в точках х  и 
х 0 ( х > х 0) согласно соотношению

/ Р+(х)  
\  р - { х ) / \  р .  ( х 0)

Подстановкой вы раж ения  (4) в  систем у (3) мож но показать, что ка к  
ф ункция  первого аргумента матрица G ( x , x 0) удовлетворяет уравне­
нию  (3).

Введенная матрица перехода содерж ит всю инф ормацию  о рассеянии 
звука слоем, простираю щ имся от х 0 до х.  В  самом  деле, если этот слой мы 
поместим в однородную  среду и  пустим  на него слева волну единичной 
амплитуды , то соотнош ение (4) примет вид

где У + и  D+ — коэф ф ициенты  отраж ения и  прохож дения при падении вол­
ны  слева. Е сл и  ж е  волна единичной ам плитуды  падает на слой справа, то 
равенство (4) примет вид

(6) (  V\  )  = G  (Ж’ Хо) (  D -  )  ’

где У _  и  D _  — коэфф ициенты  отраж ения и  прохож дения при падении вол­
ны  справа. И з  соотнош ений (5) и  (6) м ы  находим  вы раж ения  для эле­
ментов матрицы  перехода через коэф ф ициенты  отраж ения и  прохождения:

£>+-У _ £ > _ - 'У + У - О . - 1 

—£ )_ -'У + D - - 1

П одставив вы раж ение (7) в уравнение (3 ), котором у удовлетворяет 
матрица перехода, можно получить систем у диф ф еренциальных уравне­
ний для коэффициентов отраж ения и  прохождения.

Заметим , что у  м атрицы  G не все элемепты  независимы . В  самом  деле, 
принцип взаимности  приводит к  равенству / А = 0 _ ,  а условие отсутствия 
потерь (а мы  ограничимся только этим  случаем) приводит еще к  двум  
соотношениям: | У +12+ 1 D+ | 2= 1  и  У + /0+ =  — { V J D - )  * [1 ]. В  качестве не­
зависимых параметров удобно выбрать следующие: <p=arg У - —2 к ( х —х 0) — 
ф луктуациопная фаза коэффициента отраж ения, o|)=arg D~—k ( х —х 0) —

1+ 1У12
ф луктуациопная фаза коэф ф ициента прохож дения, и =  — —  -----• опто-

•

шенпе энергии на входе в неоднородный слой к  энергии  па выходе слоя. 
Удобство этих параметров состоит в том, что дифференциальные уравне­
ния  для коэффициентов отраж ения и прохож дения в переменных и, q>, \|)
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принимаю т вид уравнении  с  правы ми частями, пропорциональными ма­
лы м  ф луктуациям  ер и  е&:

-----=А:(ер—ер) 1/иг—1 s in  (ф+2А: (а:—а:0) ),
dx

( 8)

dcp

dx

dip

dx

=  к  [ e &+ ep+ (ep—Bp) -= =zzr-cos((p+2A:(a:—o:0))  1,
L Vu2- 1 J

=  — Г 6 p+Bp+(ep—ep)-i== =r-cos(cp+2 /c(a:—a:0)) 1
2 L Ун2—! J

Б удем  далее предполагать малость рассеяния на интервалах порядка 
длины  волны  и масш таба неоднородностей. В  этом случае от стохастиче­
ских  уравнений  (8) мож но перейти к  диф ф узионному уравнению  К олм о ­
горова — Ф оккер  — П л ан ка  для переходной плотности вероятности W ( u ,  
<р, ф, х ) . Коэф ф ициенты  сноса и  диф ф узии находятся из реш ения уравне­
ний  (8) во втором порядке теории возмущ ений  по ф луктуациям , причем 
усреднение проводится по ф изически  малом у интервалу, содерж ащ ему, од­
нако, много длин волн и  масш табов неоднородностей. В  указанном  диф­
ф узионном  приближ ении уравнение Колмогорова — Ф оккер  — П ланка  име­
ет вид

(9) d W  -  » [  6 .( г П  ^  91 +  1 ,В~ 1 91 +
д х  I д и  1 д а  и 2—1 дф2 ' 4 и + 1 3if2

где
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о, 2  =  — |  dxcos2kx  [£ №(а;) — 2B^(x)+Bl,(l{x) ],

к г
оо

022 =  — J d x [В ю (х)  + 2 S Pp (ж) + S PP (ж) ],
—  СО

к 2
ОО

о,2 =  — f d x  s in  2 & Ы  [В рр (т)—2 S Pp(a:)+2Bpp(a:) ], 
4 J— сю

a B ^ ( x ) y Врр(х) и Врр(х)  — соответствую щ ие автокорреляционные и взаим­
но-корреляционная ф ункции.

Ч а стн ы е  случаи  уравнения  (9) были получены  ранее в работах [2—4]. 
В  указанны х  работах выводились уравпсния  для двумерной плотности 
вероятности W ( u ,  ф; х ) ,  что не позволяло паходить средпис характеристи ­
к и  поля внутри рассеивающ его слоя, а такж е реш ать задачу о точечном 
источнике в слое или задачу о влиянии  рассеяния на отражение. В  рабо­
те [5] было получепо уравнение (9) для случая p= const.

О тмстим , что разбиение правой части уравнения (9) на  три  слагаемых 
соответствует ф изической картине рассеяния. Первое и  третье слагаемые 
соответствую т вкладу резонансных (т. е. с  пространственным волповым 
вектором 2к)  ф луктуаций  в рассеяние. Этот вклад отсутствует, если пет
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резонансных флуктуаций либо они есть, но волновое сопротивление среды
постоянно (еР= е р, т. е. Yp/j3=const). В этих случаях отсутствует отражен­
ная назад волна и решение уравнения (9) дает диффузию фазы коэффи­
циента прохождения, т. е. результат, соответствующий параболическому 
уравнению для полного поля. Если же а2 2 =0, то эффект рассеяпия пол­
ностью обусловлен резонансным отражением: волна с волновым вектором 
к, рассеиваясь на флуктуациях с волновым вектором 2 к, переходит в вол­
ну, бегущую назад с волновым вектором к; последняя, в свою очередь, рас­
сеиваясь на тех же резонансных флуктуациях, переходит вновь в волну,, 
бегущую в исходном направлении с волновым вектором к. Именпо этим 
резонансным рассеянием объясняется близкий к экспоненциальному ха­
рактер зависимости от толщины рассеивающего слоя отраженной энергии 
[2, 6 ]. Отметим, что и в неодномерном случае именно резонансное рассея­
ние приводит к росту пропорционально рассеивающему объему рассеян­
ной энергии, получаемому в борновском приближении [7, 8 ]. Аналогич­
ный эффект можно отметить и в задаче рассеяния плоской волны на не­
ровной поверхности [9]. Во всех этих случаях коэффициентом пропор­
циональности служит величина спектральной плотности резонансных 
флуктуаций, что непосредственным образом указывает на резонансный 
характер расходимости с ростом объема соответствующих рядов теории 
возмущений. Отметим, что достаточно большое затухание в среде может 
подавить резонансное рассеяние (сдвиг резонанса в комплексную об­
ласть); видимо в связи с этим становятся применимыми либо обычные 
методы теории возмущений, либо диаграммные методы [ 1 0 ].

Возвращаясь к одномерной задаче, заметим, что часто используемое 
предположение о дельта-корреляции флуктуаций маскирует указанное 
выше различие между рассеянием на резонансных й нерезопапспых флук­
туациях, поскольку у дельта-коррелированных флуктуаций спектральная 
плотность постоянна.

Обсудив качественный характер решения уравнения (9), напишем н 
явном виде решение для пулевых начальных условий *

где (и) — функции Якоби [И ], а е2т+1= ]/2у егт=0.
Явный вид плотности распределения (11) позволяет свести к квадра­

турам нахождения любых средних характеристик рассеивающего слоя, 
а также позволяет найти средпие характеристики поля точечного источ­
ника в рассеивающей среде (способ нахождения изложен в работе [ 1 ] для 
дискретных рассеивателей).

Отмстим, что из вида решения (И ) следует, что фаза коэффициента 
отражения независима от остальных параметров и распределена равномер-

* М о ж н о  д о к а з а т ь ,  ч т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (9 )  д л я  н е н у л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о ­
в и й  W(u , <р, гр; £ o) = 6 ( h —M0)6 (< p -c p o )6 (i|;- iJ> o ) в ы р а ж а е т с я  п р о с т ы м  с п о с о б о м  ч е р е з  
ф у н к ц и ю  (1 1 ) . Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в а н о  п а  п р а в о й  и н в а р и а н т н о с т и  у р а в н е н и й  (3) 
и  [ 9 ] ,  т .  с . н а  н е и з м е н н о с т и  в и д а  у р а в н е н и й  п р и  з а м е н е  G н а  GG0t г д е  Ga -  п о ­
с т о я н н а я  м а т р и ц а  [1 1 ] . О т к а з  о т  и о д о б п о й  г р у п п о в о й  т р а к т о в к и  о с л о ж н и л  а в т о р а м  
р а б о т  [3 , 4 ]  п о л у ч е н и е  р е ш е н и й  с о о т в е т с т в е н н ы х  у р а в н е н и й  К о л м о г о р о в а  — Ф о к к е р  — 
П л а н к а .

W{u, ф, £0) = 6  (i£ — 1 ) б (ср) б (г[?):

(И )

-l/2 + il/
(и )е х р |т ф — (х—Хо) £ (а,2Ч-о22)--^--’ +„/2, п/2

394



ло на (0,2я), по остальные параметры статистически связаны. Можно, од­
нако, показать, что с ростом толщины рассеивающего слоя статистическая 
связь между модулем и фазой коэффициента прохождения ослабевает, при­
чем распределение фазы коэффициента. прохождения стремится к равно­
мерному, а распределение модуля сближается с логонормальным.

На подобное асимптотическое поведение было ранее указано в рабо­
те [ 1 2 ], но в этой работе доказывалась лишь близость распределений но 
вариации. Однако практический интерес представляют асимптотические 
выражения для различных физических величин, как-то: среднее ноле, 
средняя плотность энергии, средний уровень и т. и. Из сближения распре­
делений по вариации нельзя сделать определенного вывода об асимптоти­
ческом поведении этих величии. Для такого вывода следовало бы доказать 
слабую сходимость распределений, которой, однако, нет. Именно поэтому 
представляет интерес явный вид распределения (1 1 ), из которого извест­
ными асимптотическими методами можпо выявить поведение различных 
средних характеристик рассеянного поля при росте размеров рассеиваю­
щего объема.

Не приводя явных, довольно громоздких аналитических выражений 
для средних характеристик поля точечного источника в рассеивающей сре­
де, отметим, что они аналогичны полученным ранее выражениям для слу­
чая рассеяния волны в среде со слабыми дискретными рассеивателями [ 1 ].
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