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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ в о л н ы  
НА ПОЛОЙ УПРУГОЙ СФЕРЕ

Я .  Дш В е к с л е р

На полую пустую упругую сферу набегает плоский звуковой им­
пульс давления конечной длительности с произвольным законом изме­
нения интенсивности. Рассмотрена задача об отыскании поля давления 
в дифрагированной волне при использовании интегрального преобра­
зования Лапласа по времени и метода разделения переменных по угло­
вой и радиальной координатам. Дано точное решение задачи в прост­
ранстве преобразования Лапласа в виде бесконечного ряда. Приведена 
формула для давления в дифрагированной волне непосредственно за 
ее фронтом, показывающая, что закон изменения давления в дифраги­
рованной волне совпадает с законом изменения давления в падающей 
вол по.

Пусть ыа полую пустую упругую сферу набегает плоский импульс 
давления конечной длительности
(1.1) pi( t , l )= P ,[g (h )H ( t i) - g ( t 2)II(t>)],

сТ Z
(1.2) tl — t t2— ti to, t —

S i
R  cTo Rz

r  =  _ ,  f c -  — , r2 =  — ,

Д .

причем p 1 — давление в падающей волне, р0 — постоянная, имеющая раз- 
мерпость давления, g — произвольная функция, определяющая закон из­
менения давления в падающем импульсе, / /  — единичная функция Хеви­
сайда, Т  — время, Z — осевая координата вдоль направления распростра­
нения падающего импульса, R  — радиальная координата, 0 — полярный 
угол, с — скорость звука в среде, Т0 — длительность падающего импульса, 
R\, Rz — наружный и внутренний радиусы полой сферы.

Время отсчитывается от момента соприкосновения падающего импуль­
са с наружной поверхностью сферы, происходящего в точке с координата­
ми г=1, 0=0. *

Ставится задача об отыскании давления в дифрагированной волне рч, 
вызванного /д и удовлетворяющего уравнению

а з )

в области
(1.4) t> 0, г3*1, п> в> 0
при следующих условиях: 

1. Начальные условия

(1.5) при £=0 р2 =
dpz_
dt

=  cp =
<9ср
~dt

694



2. Краевые условия
при г=1 (на наружной поверхности сферы)
(1.6) p1+P2+arr=0,
(1.7) Ore= 0,

a2
(1.8) (li>,+H>2-B ;df
при г= га (на внутренней поверхности сферы)
(1.9) огг=0,
(1.10) аг0=О.

3. Условие затухания:
(1.11) при

4. Условие ограниченности решения: давление р2 ограничено в обла­
сти, где оно определено. Б формулах (1.5) — (1.10) использованы обо­
значения

( 1.12) ( /= 1 ,  2),

где Ф — скалярный потенциал, — единственная ненулевая компонента 
векторного потенциала линейной теории упругости, orr, оге — нормальная 
и касательная компоненты тензора напряжения, W  — радикальная ком­
понента вектора перемещения точки упругой сферы, W j— перемещение в 
среде, вызываемое давлением pj (/=1, 2).

Функции ф и я|) удовлетворяют уравнениям

(1.13)

(1.14) 1 1 дг \
г2 sin2 0 р /  d f  ) ^

Компоненты тензора напряжения агг, ог0 и вектора перемещения свя­
заны с (р и т|) зависимостями

0.15)

(1.16)

( 1 . 1 7 )

( 1 . 1 8 )

l + v [ ( l
V

2v
Vo2 +

д г ) ф +
a •  ̂ sin 0 j  j

sin0 drdQ
E

OrQ =
2( 1+v)

г д / д 1 \
^ 7 t 2 ^ 0  (^ 7 — г ) ф4:

1 d
L i

1 / лч 1 . Z 3^1) 1(4>sin0) J +  — ф- r — }.
Иг

/• r?0 L sinO d0
d

? 0
d

u 0 =

d(p
J r

1 dtp

r 30

1 / 3  \

7  ("ii?+ctg 9)
8 \ i l r  г I *

В формулах (1.13) — (1.18) используются стандартные обозначения: 
с,, с2 — скорости распространения фронтов волн в липейной теории упру­
гости, Е, v — модуль упругости и коэффициент Пуассона.

д2
Входящие в формулу (1.8) ускорения-----W) (/=1 ,2) связапы с дав-

d t2
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лениями зависимостями

(1.19) 0 = 1 ,2 ) ,

где р — плотность среды.
Ниже показано построение решения сформулированной задачи при па­

дающей волне, определенной первым членом в формуле (1.1). Второй член 
в этой формуле вызывает давление д2, которое находится аналогично. Пол­
ное давление определяется путем суперпозиции, поскольку задача ли­
нейна.

Применим к выражению (1.1), уравнениям (1,3), (1.13), (1.14), усло­
виям (1.5) — (1.11) и соотношениям (1.15) — (1.19) интегральное преоб­
разование Лапласа по времени I. Изображение падающей волны (индекс L , 
параметр преобразования — s) имеет вид

(2.1) pxL{$, l)=PogL(s)e-a\

Используя соотношение

(2.2) |= 1 —г cos 0 

и разложение Сопина
со

(2.3) e..rcose =  ^ j m(sr) (2m +l)P m(c.os0),
т — 0

получаем из формулы (2.1)
оо

(2.4) p,L (г, 0, я) =  p0gL (s) е~’ ^  im (sr) (2т+1) Рт (cos 0).

Применив метод разделения переменных, мы получаем следующие 
изображения решений уравнений (1.13), (1.14), (1.3)

*2.5) (pL=gL (s) е~’ ^  [ami„ (str) +  bmfem(str) ] (2/ra+l)Pm(cos 0);
m=0

S

со

i\iL=g'-(s)e-’ ^  [c„,i^(s2r) +  dmfcOT(s2r) ] (2яг+1)
<9.Pm(cos0)

дВm=0

So = a..

(2.7) P2L=p<,gL(s)e-‘^Tj emk m(sr) {2m+\)Pm (cos 0),
о

где im, km — сферические функции Бесселя мнимого аргумента, Р... — поли­
пом Лежандра и ат, bm, ст, d m ,  ет — неизвестные коэффициенты. Получен­
ии^ изображепия решений ограничены, а p2L, кроме того, удовлетворяет 
изображению условия затухания.

Неизвестные коэффициенты найдем, подставляя изображения решений 
в изображепия краевых условий, что приводит к следующей алгебраиче-
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ской системе уравнений для каждого члена ряда (т=0, 1, 2, . . . )
(2.8) fll|flm“r fll2bm~bfll3Crn~f-fl14C/m +  a 15em =  a,o

duam+a22bm+azzcm+a2idm=0
a3iam+a32bm-{-a33cm+a3kdm-\-a3bem=a3o
ацат+аьгЬт+а1йСт+аис1т=0
0'biOm-\-abtbm+abicm+abkdm=Q 

где
v

1—2v
«2 1= 2 [гш(5,) —5i/m/ (s1) ], а23= —[ (т2-\-т—2) im(s2)+sSinx" (s2) ],

a3l=siim/ (si) i a33=m (m +l)im(52),

als= m  (m+.l) [ im (s2r2) -  szrzim' (s2r2) ],
asi—2 [im (s,r2) —SfzU/isfz)  ],
«53=— [ (nr+m—2) i,„ (s2r2) +  (s2r2) Hm " (s2r2) ],

a15 =  4 r ( 1+'v) *>"(«), « 1 0  =  - - ^ - ( l+ v ) im(s),L\ &

(5,r2)-l- ^ « " (в л )  j ,

im(si) + im"(sl) J, al3= m (m + l)  [im(s2) - s 2im'(s2) ],

«35= -
Po km'(s), a 3Q = Po

i m ' ( s ) .
spc spc

В формулах (2.9) штрих означает производную по аргументу. Коэффициен­
ты 2, ац (/=1, 2, 3, 4, 5) получаются из коэффициентов a*, aj3 заменой в 
последних im на кт.

Используя формулу Крамера, получаем
D.

(2.10) ^  =
А  *

где

(2.11) А  =

«и «12 «13 «14 «то «П « 1 2 «13 «14 ай
«21 «22 «23 « 2 4 0 « 2 1 «22 «23 « 2 4 0
«31 « 3 2 «33 «34 «30 иГ* «31 «32 «33 «34 а35
«41 «42 «43 «44 0 «41 « 4 2 «43 «44 0
«51 «52 «53 «54 о «51 «52 «53 «54 0

Поскольку обращение выражения (2.7) с учетом (2.10) в общем виде 
затруднительно, проведем асимптотический апализ изображения при S-+ оо. 

Раскрыв детерминанты (2.11), имеем
(3.1)
где

А -----«юА“Ь«зоА; D2-----«15А~Ь«з5А»

(3.2)

«31 «32 «33 «34 «11 «12 «13 «14.
«21 «22 «23 «24

, £>* =
«21 «22 «23 «24

«41 «42 «43 «44 «41 «42 «43 «44
«51 «52 «53 «64 «51 «52 «53 «54

В свою очередь А  и А  представим в видо
(3.3) D3=a3iA3i~\~ci32A 3i~\-(i33A 33~\~(i3bA3b7

D ^ 'a llA ll+ a l2A l2-\-al3A i3+ a liA ii.

Здесь Ац — адъюнкты элементов детермипантов а„.
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Подставляя выражения (3.1) -  (3.3) в формулу (2.10), получим
#15 а,о

(3.4)
Q 30

=
#35

1 - # 3 5  # 3 0

^ i ( l _
# 3 5  \

# 3 5  D /

# 1 5  D zD3 )  J
Отношение DJD.  напишем так:

(3.5)

где

( 3 .6 )

D , # 1 1

л .
Da # 3 1

л  •

X i  =
# 1 2

# 1 1

x 2

1
 

«
f

 

II

и ,  —
# 3 3

У * :
# 3 4

У*
# 3 1  ’ # 3 1

A  32
Z 2

«О

1

Z i  —

Л и  ’ A- 3 i

l-hx,z,+x2zz+x3z,
1+г/,г,+!/2г2+!/3г,

# 1 4  # 3 2

= ------1 У1 = ------1
# 1 1  # 3 1

А
Z 3  =

34
А 31

Используя формулы

т
i m  (z) — l m  +  i  (z) 4“ i m ( z ' )  у

. „ ,  s . , , , та+ 2  . т ( т е - 1 )  .
(2 ) im+2 (Z) “Ь * £m + l (z) "I" ” tm (z) ,

(3.7)
т

km (Z) ^т+ 1  (z) +  /cTO(z),

т v 7 ,  , ^ + 2  го (* * -1 ) .
(Z) ^т+г  (z)  »^m+i ( z )  "г ~ /cm( z ) ,

определитель Вронского

(3.8) im(z)km' (z) — im'(z)fcm(z) =  —

и асимптотические представления при z-»-«>

(3.9) j-n(z)
2z ’

km(z)

нетрудно получить при

(3.10) т|-“1, с
k j ( s )  \ + ) ,  Ш А(s) i + l > ' pc

где \  — относительное волновое сопротивление, a p, — плотность материала 
сферы. .

Подставляя выражения (3.10) в формулу (2.7) и используя формулы 
(3.7) и (3.9), имеем при s-*00

(3.11) Р*ь
ОЭ

с. j w

—  —— gL («) с- '”' V .  im' 00 (2m+l)P„,(cosO). 
r  5+ 1 tn = 0

Заметим, что если поставить задачу о дифракции плоской волны на 
сплошной упругой сфере, то, проведя соответствующие выкладки, нетруд­
но убедиться в том, что в этом случае для ет вместо формулы (3.4) полу-
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чится формула

(3.12) _ #эоет =  —
#35

1 -

# 1 5  

#  35

а 10

#зо
1

Ц =

#  1 3 # 2 1  

#il#23
# 2 i # 3 3

# 2 3 # 3 1

#15 /  . # 1 1  # 3 5  \
—  1 ------------ л )
#33 ' #31 #15 '

При 5 -^оо величипа fj-И , а ет-+ет.
Для выполнения обратного преобразования воспользуемся разложени­

ем Сонина (2.3). Дифференцируя левую и правую части этого равенства 
по г, а затем фиксируя г=1, находим

(4.1) ^  imf (.9 ) (2т + 1) Рт (cos 0) =cos 0 eaсоз 0

(4.2)

Подставив это выражение в формулу (3.11), получаем

рс £ - 1
Pi

S -+  с о

cos 0 gL (s) е— *(г соя 0 )

(4.3)

где

(4.4)

г ?+1
Обращение этого выражения тотчас дает

Ро £ - 1
£ 2о Г £+ 1

cos 0#(т)//(т),

т =  [ ( 1 —cos 0) ] — (г—1)=£—/•+cos 0.
Обсудим полученные результаты. Формула (4.3) определяет давление 

в дифрагированной волне непосредственно за ее фронтом. В пей явным 
образом выражена зависимость давления в дифрагированной волне от ра­
диальной координаты г, полярного угла 0, времени t и относительного вол­
нового сопротивления £. Мы видим, что закон изменения давления в дифра­
гированной волне g(x) такой же, как и в падающей; амплитуда давления 
убывает пропорционально радиусу г; по углу 0 амплитуда давления изме­
няется как cos0; амплитуда давления зависит от относительного волнового 
сопротивления £ как (£—1)/(£+1).

Формула (4.3) соответствует двум классическим результатам: прин­
ципу Гюйгенса о распространении фронтов волн и формулам Френеля 
для коэффициентов отражения и прохождения звука на границе двух 
плоских сред.

При достаточно малой толищне полую упругую сферу часто описы­
вают согласпо линейной теории тонких упругих оболочек. Используя 
модель линейной теории оболочек типа Тимошенко, вместо формулы (4.3)
получим

(5.1) Рг ~
Т —» 0

где

(5.2) а  =  -

X
~  cos 0 |У (т) —a j  g(x) d t j Д (т),

Р
1+е; Р =

Д.р.
Ар

2 А = Я -Я 2, в2 =
А*

ЗЙ!5

В формуле (5.1) отсутствует сомножитель (^—1)/(^4-1), а следова­
тельно, не учитывается тот факт, что падающая волна сразу проникает 
в глубь объекта. Такая же погрешность имеет место и при моделировании 
полой упругой сферы по классической или безмомептпой теориям оболо­
чек. Причина этой погрешности состоит в том, что теория оболочек в прин­
ципе не приспособлена к описанию подобного рода эффектов.
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В настоящей статье изучалась дифракция звуковой волны на упругом 
объекте сферической формы. По-видимому, для гладких замкнутых упру­
гих объектов давление в дифракционной волне непосредственно за ее 
фронтом также описывается формулами типа (4.3).

Так, при нормальном падении плоской звуковой волны на полый 
пустой круговой цилиндр давление в дифракционной волне непосредст­
венно за ее фронтом определяется формулой

(5.3) рг ~  ~ —“ cos 0#(т)Я (т).
- о  Vr S+1

Ипетитут кибернетики 
Академии наук ЭССР

Поступила 
4 феврали 1974 г.


