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Дан теоретический анализ распределения звукового давления вбли­
зи поверхности упругой сферической оболочки на расстояниях, сравни­
мых с ее радиусом.

В ряде встречающихся в ишкеперной практике случаев нельзя пре­
небречь кривизной упругой оболочки, вблизи которой распространяется 
звук. При анализе закономерностей распределения звукового давления 
в таких случаях в качестве упрощенной модели оболочки двоякой кривиз­
ны может быть использована тонкостенная сфера.

Ранее в работах [1—4] исследовалось распространение электромагнит­
ных воли вблизи поверхности сферы конечной диэлектрической проницае­
мости. Однако прежде чем применять результаты этих работ в случае 
звуковых воли, необходимо предварительно выполнить специальный ана­
лиз, что обусловлено спецификой дифракции звука на упругих оболочках. 
В связи с этим ниже рассматривается звуковое давление, создаваемое вбли­
зи упругой сферической оболочки точечным источником объемной скорости, 
удаленным на конечное расстояние от поверхности оболочки, и определя­
ется распределение звукового давления вблизи сферы па расстояниях, 
сравнимых с ее радиусом. При изложении полученных результатов мы 
будем опускать математические преобразования, известные из работ [1—4], 
обращая в основном внимание на те особенности, которые характерны для 
дифракции звука на упругой оболочке.

Используя метод работ [1, 21 и опуская сомножитель схр(—гсот), опре­
деляющий зависимость рассматриваемых эффектов от времени т, запишем 
выражение, описывающее звуковое давление, создаваемое излучателем 
единичной производительности в безграничном пространстве, в  виде раз­
ложения в ряд по функциям Лежандра / \  (cos 0).

Здесь предполагается, что сферическая система координат так ориентиро­
вана, что излучатель расположен в точке с координатами {г0, 0, 0}, а коор­
динаты точки наблюдения есть {г, 0, 0}; *ф»(йг) =Уя/2/сг/п+./2(йт), £н(Ат0) =

функция Ханкеля первого рода порядка v от аргумента х\ к=(о/с — волно­
вое число среды.

При расположении излучателя вблизи абсолютно жесткой сферы ра­
диуса а с центром в начале выбранной выше сферической системы коорди­
нат для определения звукового давления к выражению (1) необходимо

( 1 )
е

I
(2ю+1) фп ( к г )  t n  ( к г 0)  Рп (cos 6), ?*<./•„.
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добавить слагаемое рг, учитывающее отражение от поверхности сферы

(2) p T= - i k  У ' (2и+1)
п = 0

Sn(ftro) P n (cOS0).

Если сфера упругая, то к сумме выражений (1) п (2) следует добавить 
величину рЯ} определяющую давление, излученное в окружающую среду 
сферой при ее колебаниях. JJ случае тонкостенной сферической оболочки 
по аналогии с результатами работ [5, 6] для определения р, необходимо 
рассмотреть колебания оболочки, к  срединной поверхности которой при­
ложена разпость звуковых давлений р '—р^—рг внутри и снаружи, причем 
Pz=p+Pr—р,- Здесь обозначено: р — давление, определяемое выражением
(1), Pi — давление звука внутри сферической оболочки.

Предположим, что выражения для р{ и р а могут быть представлены 
в виде рядов по функциям Лежапдра с коэффициентами, которые будут 
определены в процессе решения задачи. Из условия неразрывности пере­
мещений при колебаниях сферической оболочки и соприкасающихся с пей 
сред внутри и вне оболочки, а также из рассмотрения уравнений движе­
ния оболочки находим алгебраическую систему уравнений, позволяющую 
вычислить неизвестные коэффициенты. В результате решения полученной 
системы уравнений найдем аналитическое выражение для звукового дав­
ления вне оболочки (в предположении, что внутри оболочки вакуум) 
в следующем виде:

Pz=ik V  (2и+1) ftfrn(fcr)£w(fcr0) -  ? W/rf* l S*(fcr0) ( 1 - A i ) -
~  L £» (k a )n-»0

-  In (fcr) %n (/cr0)D„ j I \  (cos 0),

r . Z . 1 -
D n=  ------- Г - . . - .  .

L pc g„(Aa) J

В формуле (3) обозначено: pc — акустическое сопротивление среды, 
находящейся снаружи оболочки; Z n — механическое сопротивление сфери­
ческой оболочки по отношению к давлению, распределенному по закону 
Рп (cos 0).

В работе [6] величина Z n определена из решения системы уравнений 
колебаний оболочки, найденной в монографии [7]. С целью получить бо­
лее простое выражение для Z n воспользуемся результатами работы [8] 
для уравнений деформации сферической оболочки, под действием внешних 
сил и, пренебрегая влиянием касательных перемещений на величину 
нормального прогиба оболочки w, получим уравнение, позволяющее опре­
делить амплитуду перемещения оболочки при заданной внешней нагруз­
ке, изменяющейся во времени но гармоническому закону

(4)

А(. . . )  =

ДДи>+2Дн;+ £ (kua)2 ( y r j  — (каа)1 j w =
{киа)4 p'h
( k -h Y  К

a ,< - L + c tg e ^ b ) + . - L - £ l
дв‘- 90 sin2 0 9cp2

— модуль нормальной

упругости материала оболочки; /с*, ка — волновые числа соответственно для 
продольных воли в материале и для изгибпых волн в пластине толщи­
ной h.

Полагая в уравнении (4) p '—P„(cos 0), найдем амплитуду перемеще­
ний w=wnP,,(cos 0) и величину Z n= [—mw„)~l.
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После выполнения указанных вычислений получаем такой результат:

На высоких частотах, когда (к*а)2>  1, выражение (5) практически совпа­
дает с аналогичным результатом, приведенным в работе [6] при гс=0. 
Если п>  1, допустимо вместо выражения (5) принимать, что Z„= 
= —ш т [1— (п/киа)к]. Последнее выражение будет использовано ниже при 
суммировании ряда (3) по методу Ватсона, который применим в случае 
коротких волн (&а»1), когда сумму ряда определяют члены с индексом 
п >  1. 1

Метод Ватсона позволяет преобразовать формулу (3) путем замены 
суммы ряда интегралом в плоскости комплексной переменной v по коп- 
туру С, проходящему выше вещественной оси. В результате преобразова­
ния при учете свойства нечетности ряда относительно индекса суммиро­
вания п найдем новое выражение для звукового давления р2. При этом 
надо иметь в виду следующее равенство, найденное Фоком [2]:

co'.V-V-.. ’•
.....  г __

(6) V  (2 re+l)cp(?i+V2 ) i5n(cos0 ) =  -= = - 1  eiv0<p(v)Yvdv.
V2j t s i n0  J

n=0 C

В нашем случае функция cp (л+7*) принимает вид

ф («+ ‘/ 2) =  ~^=Г Нп+ч, (/его) \  Jn+ч, (кг)
2 Vrr„

к ^п' (k a )-q n̂ n(ka) _ (1)
kt,n' (ka) - q nt,n (ka) 

qn=iZJpc.

Hn+4. (kr) ]  ,

Дальнейшее упрощение возможно в случае /са> 1, если использовать 
справедливые при v ^ k a  представления функций Бесселя и Ханке ля от 
аргумента ка через функции Эйри [9], а также асимптотические формулы 
Дебая [10] для тех же функций от аргументов кг и кг0, имеющие достаточ­
ную точность при кгу кг0>ка. После дополнительных преобразований на­
ходим

(7) Р 2 =
m ^ v ^ q ) •*Л«

У (r02—а2) (г2—а2) У/с2/т0 sin 0

R i —aty+У r0z—a 2+l! a2—aZy

*ф=0—arc cos a/rQ—arc cos a/r, M= (ka/2)ъ;

V n &  q)
e— i n / к w2' ( t) -q ( t)w 2(t)_  c j v И Л Г

ЧХ "  in.  '  ( f  \  ---

,*C<

2Уя " wt (t)-q (t)W i(t)
dty

q(t) =tpcM/Zx, v=ka+M t.
где witZ(t) — комплексные функции Эйри.

Контур интегрирования Г проходит вдоль луча arg £=2я/3 от бесконеч­
ности до пуля, а затем вдоль вещественной оси от пуля до бесконечности.

Функция ослабления Кц(£, q) введена в рассмотрение впервые 
В. А. Фоком при анализе вопросов распространения электромагнитных 
воли вдоль земной поверхности [9]. В случае q( t )=  const необходимые 
для определения ее амплитуды и фазы графики построены в работе [11]. 
В нашем случае величина q(t) является функцией переменной интегриро­
вания. Однако структура этой функции такова, что для обычно встречаю­
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щихся параметров оболочки и среды в функцию q(t) входит постоянная 
составляющая д, пе зависящая от переменной t. Учитывая это, сохраним 
для функции 17ц (£,(/) обозначения, принятые в работе [ И] ,  имея в виду, 
что

■ - - а д к т Г щ ^ г ' Г

где р., с. —< акустическое сопротивление материала оболочки, р — коэффи­
циент Пуассона материала, си —скорость изгибных волн в пластине тол­
щиной h.

Записанное выше выражение (7) применимо при ^> 0  (в области 
«тени»). В области «света» интеграл по переменной v в формуле (6) мо­
жет быть вычислен методом перевала [12, 13], если контур С деформиро­
вать в перевальный путь, вдоль которого применимы асимптотические 
выражения Дебая для функций Хаикеля. При этом следует учесть, что 
после замены функции Весселя полусуммой функций Ханкеля получаем

ср (v) =  /Vv(,) (кг,) Г/ /v(2) (кг) -
4 V ГГ„ L

кН,т ' ( k a ) -q M ?  (ка) „ (1) „  л1 
" K H ™ '(ka)-qJt™ (ka) '  Г

Интеграл от произведения Нх{ 1} (йт0)#!.2) (кг) » входящего в виде слагае­
мого в функцию <p(v), определяет сферическую волну, распространяющую­
ся по кратчайшему пути от излучателя до точки наблюдения. Второй член 
в функции <р(v) определяет волну, отраженную от поверхности сфериче­
ской оболочки. В результате вычислений находим

gifcft g i h ( s 0+ * )

Do ==----------------------X
/{ s0+s

i —2D (v*)

[ 1 +2 / ( f + v ) cH  [ 1 + 2 c o s 1

s0 =  (r02—a2 sin2 7 )ъ—а cos y, s=  (r2—a2 sin2 ч)ъ—а cos 
R2=r02+r2—2 rr0  cos 0 .

Функция D ( v )  может быть получена из записанной выше функции Dn 
в результате замены индекса суммирования п величиной v*=A;asin4- 
Угол 7 определяется в некоторой точке на поверхности оболочки, назы­
ваемой точкой отражения. Он равен углу между нормалью к поверхности 
и направлением на излучатель или точку наблюдения. Оба указанных 
угла в точке отражения равны и располагаются в одной плоскости, содер­
жащей центр сферы, точечный излучатель и точку наблюдения.

Для определения угла у при расчетах можно воспользоваться следую­
щим равенством:

(9) 0 =  arccos +  arccos ( “ sin "fj — 2 arccos(sin 7 ),

которое получается в результате приравнивания нулю производной пока­
зателя экспоненты по переменной v при вычислении интеграла (6) по 
методу перевала с последующей подстановкой v=fcasinftf. В интервале
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0 ^ < п / 2  уравнение (9) имеет единственный корень, который может 
быть легко найден численно но правилу Ньютона, если только 7 =̂=0 . Вбли­
зи точки 7 = 0  производная от правой части уравнения (9) близка к нулю. 
По этой причине используемая в методе Ньютона замена функции, стоя­
щей в правой части уравнения (9), касательной в точке 7 —0 , дает значи­
тельную погрешность при определении величины корня. Иной способ оп­
ределения угла отражения состоит в  отыскании корня следующего урав­
нения:

(10) {[(-?) +[(т) - sin‘T] } cos-,+

Ч ( [ ( т ) ,- И ' - Н ( [ ( т ) ‘ - - Н ' -

Уравнение (10) может быть получено, если рассмотреть два треугольника, 
опирающихся па отрезок, соединяющий точку наблюдения и излучатель, 
и расположенных в одной плоскости так, что вершиной одного треуголь­
ника является центр сферы, а вершиной другого — точка отражения на 
поверхности сферы. Выражая сторону, общую для обоих треугольников, 
через другие стороны, получаем уравнение ( 1 0 ) относительно разыскивае­
мого угла 7 . Корень этого уравнения может быть найден численно по пра­
вилу Ньютона, если в качестве первого приближения принять 7 = 0 / 2 . 
Последнее равенство является точным решением уравпений (9) и ( 1 0 ) 
в предельном случае г0=г->-°о.

Найденные соотношения (7) —j(10) применимы также в случае абсо­
лютно жесткой и идеальпо податливой сфер. В этих предельных случаях 
они совпадают с результатами, которые могут быть получены после допол­
нительных преобразований из работы [ 1 ], где рассмотрела идеально про­
водящая сфера, возбуждаемая электрическим горизонтальным диполем. 
Такое совпадение подтверждает правильность промежуточных вычисле­
ний. Вместе с том в опубликованных работах практически нет эксперимен­
тальных данных, которые бы позволили установить степепь соответствия 
эксперименту расчетных зависимостей в интересующем пас случае, когда 
удаление излучателя и точки наблюдения от поверхности сферы соизмери­
мо с ео радиусом.

В связи с этим были выполнены измерения распределения звукового 
давления за сферической оболочкой, наполненной воздухом и помещенной 
в воду. Оболочка была изготовлена из тонколистовой резины, так что 
механическим сопротивлением ее па частотах эксперимента ка=156, 
a/h= 150 можпо было пренебречь в сравнении с акустическим сопротив­
лением воды. Излучатель был расположен па величину 0,8 а ниже гори­
зонтальной плоскости, проходящей через центр сферы и принятой за 
плоскость отсчета, и удален по горизонтали от центра сферы на расстоя­
ние 5 а. Приемник ультразвукового давления перемещался вдоль парал­
лельных прямых, ориентированных таким образом, что содержащая их
вертикальная плоскость располагалась перпендикулярно другой верти­
кальной плоскости, в которой находились центр сферы и излучателя. За 
один проход вдоль выбранной прямой распределение давления измерялось 
в пределах участка протяженностью 5 а, расположенного симметрично 
относительно проекции излучателя на паправлепие перемещения прием­
ника (фиг. 1, а). На фиг. 1, б представлены результаты эксперимента 
(точки); по горизонта ли отложена величина На, характеризующая смеще­
ние приемника относительно проекции излучателя на направление пере­
мещения, измеренное в долях радиуса сферы; по вертикали указан уро­
вень давления в децибелах относительно уровня, замеренного при отсут­
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ствии сферической оболочки. Разные кривые па фиг. 1, б соответствуют 
различному удалению 6 приемника давления от горизонтальной плоскости 
отсчета. Кривая 1 построепа по результатам замеров при 6=0 (приемник 
давления расположен па уровне центра сферы), кривая 2 соответствует 
6=0,5 а, кривая 3 получена при Ь=а (приемник на уровне нижнего полю­
са сферы), распределение давления при 6=1,5 а дает кривая 4. Чтобы 
устранить влияние отражений от близко расположенных предметов, изме­
рения выполнялись в импульсном режиме. Длительность импульса выби-

а

*

Фиг. 1. Схема эксперимента (а) и сопо­
ставление результатов расчета с экспе­
риментальными значениями (б) в слу­
чае падения сферической волны на сфе­
рическую оболочку при /са= 156 для 
различных удалений Ь приемника дав­
ления от горизонтальной плоскости от­
счета: 1 -  6=0, 2  -6 = 0 ,5  а, 3 -  Ь=а,

4 -  6 =  1,5 а

Фиг. 2. Распределение звукового давле. 
иия прп &а=156 за плоским диском для 
тех же положений приемника и излуча­
теля, что и па фиг. 1: 1 -  6=0, 2 —Ь = 

= 0 ,5 а , 3  — Ъ = 0, 4 —6 =  1,5а

ралась достаточной для того, чтобы процесс можно было считать устано­
вившимся. Точность результатов замеров оценивалась величиной 
+2-5— 3 до и определялась в основном точностью координатных устройств, 
а также тем обстоятельством, что при погружении в воду происходила не­
симметричная деформация оболочки.

Найденные экспериментально распределения звукового давления сов­
падают (в пределах точности измерений) с результатами расчетов, пред­
ставленных на фиг. 1, б в виде штриховых линий. При выполнении рас­
четов в области «света» использовалась формула (8), причем предпола­
галось, что 0 при ra=ftasin 7 , -D(v*)=l. В области «тени» расчет вы­
полнялся по формуле (7), а необходимая для расчета функция Уц(£, q) 
определялась по таблицам [11] в предположении q=°°.

Из рассмотрения полученных результатов можно установить, что 
уменьшение звукового давления за сферой значительно и, по-видимому, 
обусловлено особенностями проникновения звука в области тени в ре­
зультате его распространения вблизи криволинейной поверхности обо­
лочки.
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Для подтверждения этого вывода были выполнены замеры распреде­
ления давления за плоским диском, расположенным так, что центр его 
совпадал с положением центра сферы в описанном выше эксперименте, 
а плоскость располагалась вертикально и была ориентирована перпенди­
кулярно фронтальной плоскости, содержащей излучатель и центр диска. 
Радиус диска был выбран равным радиусу сферы. Результаты измерений

представлены на фиг. 2, причем отмеченные одинаковыми цифрами кри­
вые на фиг. 1 и 2 соответствуют одному и тому же взаимному положению 
излучателя и приемника. Из сопоставления кривых, построенных на 
фиг. 1 и 2, следует, что давления в «тени» за диском больше, чем за 
сферой.

В соответствии с формулой (7) звуковое давление в «тени» за сферой 
определяется в основном величиной функции Уц(£, q), которая мало 
меняется при изменении безразмерного радиуса сферы ка. Это позволяет 
предположить, что существенное различие в звуковом давлении за сферой 
и за диском должно наблюдаться и при уменьшении их размеров в сравне­
нии с длиной волны звука. Более того, поскольку функция Уи (£, q) зави­
сит от величины угла ф, измеряемого от границы области «света» в глубь 
«тени», то можно ожидать, что различие в дифракции звука на диске и 
оболочке сохранится, даже если оболочка выполнена в виде полусферы, 
обращенной выпуклостью в сторону «тени». Для проверки указанного 
предположения был предпринят эксперимент при ка=50, Ь=0. Удаление 
приемника от центра полусферы и диска по горизонтали составляло 2,5 а. 
Излучатель располагался на уровне горизонтальной плоскости, проходя­
щей через центр полусферы и диска на расстоянии 30 а. Результаты изме­
рений представлены на фиг. 3, где кривая .7 соответствует распределению 
давления за диском толщиной 0,4 а, а кривая 2 построена по результатам 
замеров за оболочкой из тонколистовой резины,.наполненной воздухом и 
закрепленной па диске так, что образовалась полусфера. Из результатов, 
представленных на фиг. 3, следует, что за полусферой возникает более 
глубокая «тень», протяженность которой по горизопту порядка радиуса
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сферической поверхности при выбранном удалении приемника от цептра 
полусферы.

Следует заметить, что различие в величине звукового давления за 
диском п оболочкой, наполненной воздухом, наиболее заметно в случае, 
когда толщина оболочки мала и ее мехапическое сопротивление, найден-

противления окружающей среды. При увеличении толщипы оболочки дав­
ление в области «тени» за упругой оболочкой оказывается выше. Числен­
ные расчеты показывают, что функция Vn(£, q), пропорциональная звуко­
вому давлению в области «тени», особенно быстро возрастает при 
увеличении безразмерной толщины оболочки в промежутке l,0<fcfe<1,3, 
причем, величина модуля функции F,,(£, q) существенно зависит от коэф­
фициента внутренних потерь в материале оболочки. При увеличении и 
уменьшении параметра kh  в сравнении с указанными функция F tl(£, q) 
стремится соответственно к предельным значениям Уц(£, 0) и M t .  ~ ) , 
табулированным в работе [11].

Для примера на фиг. 4 представлены результаты расчета модуля 
функции Fu(£, q), выполненные для значений параметра kh= 1,04 (кри­
вая 1) и lch=1,7 (кривая 2) в случае, когда коэффициент внутренних 
потерь в материале оболочки равен е =0,1 (Е=Е0( 1—lie) — комплексный 
модуль нормальной упругости). Для сравнения па фиг. 4 нанесены значе­
ния функции |F,,(£;, q) | при kh= 0 (q= <x>, кривая 3) и kh-+ <*> (q=0, кри­
вая 4). Из анализа представленных результатов следует, что при khz* 1 
из-за влияния упругих свойств оболочки звуковое давлепие в области 
«тени» оказывается выше, чем для идеально податливой оболочки (/сА=0). 
При kh= 1,7 распределение давления в области «тени» мало отличается 
от наблюдаемого для абсолютно жесткой сферы. Разница в величине мо­
дуля функции У„(£,д) при выбранном значении kh возрастает для боль­
ших значений аргумента £=АГф, т. о. зависит от того, как велик цент­
ральный угол, вдоль дуги которого по поверхности сферы звук проникает 
в область «тени».

Приведенные результаты свидетельствуют о существенном влиянии 
кривизны и упругих параметров той части оболочки, которая обращена 
в сторону «тени»,—па уровень и распределение звукового давления за 
оболочкой на расстояниях, сравнимых с ее радиусом кривизны.
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