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Н .  С. Хабеев

Рассматривается влияние теплообмена и неравновесных фазовых пе­
реходов па малые свободные и вынужденные колебания паровых пузырь­
ков в жидкости с учетом неоднородности температуры внутри пузырьков. 
Приведены численные расчеты частоты и декремента затухания свобод­
ных колебаний паровых пузырьков в воде, а также амплитуды, фазы, 
скорости фазовых превращений и распределения температуры при пуль­
сациях паровых пузырьков в акустическом ноле.

Тепловые эффекты при малых свободных и вынужденных колебаниях 
газовых пузырьков в жидкости в отсутствие фазовых переходов рассмат­
ривались соответственно в работах [1, 2]. Влияние равновесных фазовых 
переходов на малые вынужденные колебания паровых пузырьков в пред­
положении, что пар в пузырьке однороден и находится в состоянии пасы- 
щения, соответствующем условиям на поверхности пузырька, рассмотрено 
в работе [3]. В отличие от [3] настоящее рассмотрение учитывает возмож­
ную перавновесиость фазового перехода и неоднородность температуры 
внутри пузырьков.

1. Рассмотрим паровой пузырек, свободно пульсирующий в идеальной 
несжимаемой жидкости, в предположении сферической симметрии процес­
са и гомобаричиости, т. е. однородности давлепия (но не температуры и 
плотности пара) внутри пузырька. Последнее имеет место, когда скорость 
поверхности пузырька значительно меньше скорости звука в паре av.

В рамках принятых допущений уравнения притока тепла и состояния 
фаз в сферических эйлеровых координатах (г, t) имеют вид

( 1.1)

p>(t)=Bpv(r,t)Tv(r, t),

f L / *  г г ЭТ° \ + аР' 
d r  lU  Л ’

h(Pv, Tv)=i,  (/>„, Г„) +

0 <r<R(t) ,

( 1.2)

+с, (Т.(/>„) - Т 0) +  i l - l L  +1 (Р,) +ср„(Т,-Т,(р . ) ),
РI
1 д

<г<°°,

U i= C ,Th p/=const,
где i — энтальпия, и — удельная внутренняя энергия, v — скорость, р — 
плотпость, р — давлепие, Т — температура, Я — коэффициент теплопро­
водности, /? — радиус пузырька, В  — газовая постояппая, сро и Ci — удель­
ные теплоемкости пара (при постоянном давлении) и жидкости, l(pv) — 
удельпая теплота парообразования, TR(pv) — температура насыщепия. Ин­
дексы I и v относятся соответственно к параметрам жидкости и пара, ин­
декс 0 — к параметрам в равновесном состоянии.
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При неравновесном характере фазового перехода температура на гра­
нице раздела фаз претерпевает скачок. Однако в рассматриваемой задаче 
ввиду малости коэффициента аккомодации для воды величина этого скач­
ка значительно меньше разности температуры жидкости у поверхности 
пузырька и температуры насыщения. Поэтому для простоты можно харак­
теризовать поверхностный слой, представляющий собой границу раздела 
фаз, только одной температурой Та. Толщина этого слоя порядка радиуса 
молекулярного взаимодействия в конденсированной фазе, т. е. ~10“9 м. 
В этом случае при малых перегревах или переохлаждениях уравнение ки­
нетики для скорости фазовых переходов /, отпесеппой к единице поверх­
ности, может быть записано в виде [4]
(1.3) }=F[ (Та- Т а Ы ) /Т.  ы  ]I ы .

Уравнение (1.3) эквивалентно известному уравнению Герца — Кнуд- 
сена [5], что позволяет установить связь между линейным коэффициен­
том F в (1.3) и коэффициентом аккомодации к

F=kpv(2nBT8)
Граничные условия для уравнений притока тепла имеют следующий

вид:

(1.4)

дТ*_
~дг

=  0 при г=0; Т i = l \  при г=°°;

TV= T i= T 0, 7ы —̂ ----А,„ =  j l  при r=R(t).
dr дг

Скорость движения поверхности пузырька R и массовые скорости фаз w 
на этой поверхности связаны соотношениями
(1.5) R=wl+j/р/, R = w v-\-j/pv(R).

Уравнение пульсаций пузырька при наличии фазовых превращений
[4] записывается в виде
(1.6) Rwi+*/2Wl2+2jwl/()l= (p v—pco—2o/R)/piy
где pro — давление в жидкости вдали от пузырька, а — коэффициент по­
верхностного натяжения жидкости.

Удобно пользоваться уравнением для давления в пузырьке, являющим­
ся интегралом уравнения притока тепла при условии гомобаричности

(1.7) Ф» _3(y- 1 ) d T v \  3i p v

dt AR  Г "  5r ) п AR W"
где A = i+ ( '(— i)<pv'>[l/pi+dl/dpv-\-(cl—cpv)dTs/dpv], у — отношение тепло­
емкостей при постоянном давлении и постоянном объеме.

Давлепие насыщенного пара почти для всех жидкостей в широком ин­
тервале температур хорошо описывается эмпирической формулой [6]
(1.8) р=ф*ехр (—T J T a),
где р* и Т* — почти постоянные числа, которые находятся из условия воз­
можно более точпой аппроксимации выражением (1.8) табличных данных 
в заданном интервале давлений.

В случае малых колебаний с амплитудой R 0 радиус пузырька может 
быть описан действительной частью выражения
(1.9) R=Ro ( 1 + 6 ^ )  = /?0(1+б (0) ,
где б — комплексное число, отвечающее условию |б | <1, а частота колеба­
ний )=(i)/2n=lm{h}/2n. Система основных уравнений (1.1)— (1.8) линеа­
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ризуется. Пусть Pvy 0 — малые отклонения давления и температуры от со­
стояния равновесия
(1.10) Pv= P o[1+ P v( t ) ] , Г = Г о[1 + 0 (г , т) ].

Предполагается, что
(1.11) Pv=P0°eH\  0 =0° (г) W=W°eH\  J=J°eH\
где II=hR02/Dvy W =wR0/Doy т=tDJR02y J=j/pv0avy Du=X0/cpvp„.

Систему осповных уравнений после линеаризации и перехода к безраз­
мерным величинам с учетом соотношений (1.9) — (1.11) можно переписать 
в виде:
(1.12) WV= 6 H - J L , Wi=§II—JLpvJ  pi;
(1.13) p v=HW t/ N - S 6 ;
(1.14) / =Ф  (Ъо—PvTJT ,);
(1.15) ЯР„=3Т[ (dQv/d t ) l=l- W v\ /A 0;
(1.16) fl0y= V 20o+ ( l _ l / T)x//P v;
(1.17) Я б ^ /с ^ б ,,  х= ( т_ Л 0) / ( 7- 1 ) ;

(1.18) l= r /R 0, v 20 = eu+20,/s, k t=Di/Dv;
L = R 0au/Dvy (b=Fl/pv0avy S=2o/R0Po, N=p0R02/Duz p,,
Л  0= 1 +  ( ^ — 1) puo [ l / p < + d / / d / v l -  (Ci— c pu) d r  , / d p J .

Если амплитуда колебаний радиуса пузырька значительно меньше, 
чем длины термодиффузионпой волны в жидкости и паре, то граничные 
условия па поверхности пульсирующего пузырька можно задавать при рав­
новесном значении радиуса R = R 0.

Решения уравнении (1.16), (1.17), удовлетворяющие граничным усло­
виям при r=R0 и г->■«>, & также условию конечности температуры в цент­
ре пузырька, можно представить в виде:
(1.19) 0*=Л„8h ( / /* ! ) / ! + ( 1 - 1  /ч)хР„;

(1.20) 0,=0«ехр(Я|А (1—1))/1;
(1.21) Л.= [0в-(1 -1 / Т)хР.]/8Ь(Я%);

Н!=Н/к!, Q„=GPv, Ih = cpvTJl,
£,=//■'■ cth Я * - 1,

G=[®LTJT>+Hl(i-i/i)xB M [® L + H l (Bl+ \l{.i+liy ) / X „ )  ].

В предельном квазиравновеспом случае, при G=T0/T..
Из уравнений (1.12) —(1.15), (1.19) с учетом соотношений (1.18),

(1.21) можпо получить трансцендентное уравнение относительно II

(1.22) Я =  - т Ч  (G+x ( 1 / f - D ) +ФЬ (G - T J T .) -А0 I
u N + ® L (G -T J T . )H p J 9 lл 

H2—NS У
В квазиравновеспом случае это уравпеппе имеет вид

0 .2 3 )  Я  =  4 Ц я .  (Г ./Г .+ Х  ( 1 / ^ - 1 ) ) - G i -Л  о L*  ̂ • 
н  N-GyHpJf),  I

Я*-ЛЮ J ’
1 0  А к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л ,  М  5 817



где

С1= Я Л 5 1(Г0/ Г - х (1 -1 /Т)) +  (1+Я 1,/а)^71оДюГ.],
Уравнения (1.22), (1.23) в отсутствие фазовых переходов и трансцен­

дентное уравнение из работы [1] при условии гомобарич пости совпадают.
2. Уравнения (1.22), (1.23) решались с помощью ЭВМ. На фиг. 1 пред­

ставлен логарифмический декремент затухания колебаний пузырька Л =  
= 2 я  Ие {//}/1ш {Я}, вычисленный для паровых пузырьков в воде при ат­
мосферном давлении и различных значениях параметра F (или Ф)„

Фиг. 1. Зависимости собствен­
ной частоты парового пузырь­
ка (оо (пунктирные кривые) и 
логарифмического декремента 
затухания его колебаний Л 
(сплошные кривые) от радиу­
са при различных значениях 
параметра Ф, характеризую­
щего кинетику фазовых пре­

вращений

Фиг. 2. Зависимости фазы р, без­
размерной амплитуды колебаний 
\сс\роо/рА и скорости фазовых пе­
реходов и\рсо/рл от радиуса па­
рового пузырька Н0 при различ­
ных значениях параметра Ф для 

частоты /=  18 кгц

характеризующего кипетику фазовых превращений. При малых значе­
ниях Ф кривые зависимости Л от R0 приближаются к предельной кривой,, 
соответствующей Ф =0, т. е. отсутствию фазовых переходов, а при Ф<0,001 
(F<10-7 кг-сек/м4 или /с<2-10~4) практически совпадают с ней. Кривая 
Ф=0 (/с=0) имеет характерный горб, так как колебания крупных пузырей, 
с Я0~1 см у происходят практически адиабатически, а очень мелких, с 
Яо^Ю“4 см,— изотермически. В обоих предельных случаях диссипации 
тепла пе происходит. Кривая Ф =0 па фиг. 1 песколько отличается от при­
веденной в работе [1], что связано с различием уравнений состояния пара 
(уравнение (1.1)) и газа. Для проверки правильности вычислений были 
проведены расчеты колебаний пузырьков воздуха в воде с температурой 
20°С при атмосферном давлении. Результаты совпали с приведенными 
в [1]. При Ф ^З (F^3-10_4 кг-сек/м4 или 0,6) кривые па фиг. 1 прак­
тически совпадают с предельной квазиравповесной кривой (Ф =«\ 
^Ttipv)) .  Отмстим немонотонность кривых по параметру Ф. Это обстоя­
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тельство связано с тем, что при конечных Ф, в отличие от случаев Ф=0 и 
Ф=°°, происходит дополнительная диссипация энергии за счет неравповес- 
пости фазового перехода.

На фиг. 1 приведена также зависимость собствеппой частоты колеба­
ний парового пузырька о)0 от равновесного радиуса. В случае фазовых 
переходов собственная частота колебаний ниже, чем в отсутствие их, 
причем это различие частот так же, как и различие декрементов затуха­
ния, становится заметней с уменьшением равновесного радиуса пузырька, 
поскольку с уменьшением размера пузырька возрастает его удельная по­
верхность (приходящаяся на единицу массы пузырька) и соответственно 
растет роль происходящих на этой поверхности фазовых переходов. При 
Ф<0,01 (/с<2-1()"') и Ф ^З (fc^0,6) кривые для (о0 практически совпа­
дают с предельными кривыми, соответствующими Ф=0 и Ф=°°. Определяя 
из экспериментов частоту и декремент затухания собственных колебаний 
парового пузырька, можно оценить значение коэффициента F, а с  ним и 
к в формуле (1.3). Заметим, что для мелких пузырьков с Д0<10-2 см в 
квазправновесном приближении получаются очень большие значения де­
кремента затухания, т. е. роль фазовых переходов в предположении ква- 

-зиравиовесности для мелких пузырьков настолько велика, что они прак­
тически не пульсируют. При конечных значениях Ф<0,05 (F<5-
• 10-6 кг-сек!м\ /с<0,01) резкого возрастания декремента затухания Л с 
уменьшением П0 не происходит.

3. Рассмотрим теперь колебания паровых пузырьков в акустическом 
ноле. Пусть паровой пузырек пульсирует в вязкой сжимаемой жидкости 
под действием переменного давления. В случае малых колебаний с ампли­
тудой R0cc радиус пузырька можно описать действительной частью выра­
жения
(3.1) В = В 0(1+<хе*ы) = /?0( l “boci (*)),
где а — комплексное число, отвечающее условию |а |< 1 ,  со — частота вы­
нуждающего ноля. Аналогично случаю свободных колебаний предполо­
жим, что малые отклонения параметров от состояния равновесия можно 
представить в виде
(3.2) РМ)=Р»'еш, 0(г, t) =0°(г) еш, /= /V " ‘.
Давление на поверхности сферы, пульсирующей в жидкости, по теории 
звука равно
(3.3) pi(R, t) =̂ Poo+pAeiti,,+i(oRo(/со/?0сс,рг—/) /  (1+ио/?0/й/),
где — гидростатическое давление в жидкости вдали от пузырька, 
pAeuot — акустическое давление.

Уравнение (3.3) может быть получено липеаризацией обобщенного 
уравнения Рэлея для пульсации пузырька с учетом в квазиакустическом 
приближении сжимаемости жидкости [7] и влияния фазовых превраще­
ний [4]. С другой стороны, с учетом (3.1) действие нормальных сил па 
границе пар — жидкость определяется равенством
(3.4) pt(R, t)=pv{t) — 2o/R0+ (2o/R0)
где щ — коэффициент вязкости жидкости.

Решая систему линеаризовапных уравнений аналогично случаю сво­
бодных колебаний, можно получить выражение для амплитуды колебаний
(3.5) а  = --------------- -------------------------------

ркоДо2 , 2 а 3fp0 „
— 4ко|х,-------— Еl+mRo/di R0 А о

где
ш [ 1+£Фри0соД0(G2- T o/T .)aj(poil+ivRo/at)) ]

i c o  ( С 2 - ( 1 - 1 / * , ) х ) В г + Ф ( С 2- 7 У Г . )  ]
Л.оЛо



Z = m R 2/D0y Z i= i(dR02/Dh B2=Z ,/a cth Z,/l- l 7 
c  _  ФЬТ0/Т.+Н2{1-1/ч)%В2

2 Ф ь + и 2[ в 2+ (1 + г ; '* )к л * ]  *

В квазиравиовесном случае G2=TJT*.
Безразмерная амплитуда колебаний | сс | p J p A, фаза колебаний р, 

а также амплитуда скорости фазовых переходов \J\p<*/pA парового пузырь­
ка в воде при атмосферпом давлении были вычислены как функции рав­
новесного радиуса пузырька для различных значений параметра Ф 
(или F), характеризующего кинетику фазовых переходов. На фиг. 2 эти 
зависимости приведены для частоты 18 кгц. Кривые, вычисленные при раз­
личных значениях Ф ^З (Й^З-Ю-4 кг-сек/м1* или &Ж),6), практически не 
различаются между собой и совпадают с квазиравновеспыми, соответст­
вующими Ф=°°. С уменьшением Ф значение й 0, при котором достигается 
максимальное значение | J | p j рА, смещается в сторопу больших й 0, а мак­
симум амплитуды \ a \ p J p A смещается в сторону меньших Й0. В то же 
время на этой же частоте начинают резонировать более крупные пузырьки, 
размер которых порядка резонансного размера газового пузырька, для ко­
торого эта частота является собственной (й 0~170 мкм) . С уменьшением Ф 
сдвиг по фазе между колебаниями радиуса и давления для достаточно 
мелких пузырьков становится близким к л. При Ф ^0,2 (/с>0,04) в облас­
ти малых значений R 0 р~0. При достаточно малых значениях Ф (Ф<0,001 
или &<2’10-4) кривые сливаются с кривой Ф=0, соответствующей отсут­
ствию фазовых переходов. Кривая Ф=0 в области й 0>10 мкм достаточно 
близка к приведенной в работе [2], причем небольшое различие этих кри­
вых обусловлено различием уравнений состояния газа и пара. Одпако в 
области й о<10 мкм полученные результаты качественно отличаются от 
приведенных в работе [2]. Второй резонанс, возникновение которого ав­
торы [2] связывают с поверхностным натяжением, в отсутствие фазовых 
переходов не проявляется, а наблюдается лишь при учете эффекта фазовых 
превращений. Исследования асимптотического поведения безразмерной 
амплитуды колебании \a\pcJpA газового пузырька постоянной массы при 
R0-+0 показали, что в области й 0<20 мкм амплитуда колебаний изменя­
ется монотонно (резонанс невозможен) и ограничена значением |ct|/W  
ipA< Vs; следовательно, ода не может принимать значений ~15, как это 
изображено на графиках работы [2]. Ошибочный вывод [2] о существова­
нии двух резонансных размеров газового пузырька постоянной массы 
вызван, по-видимому, неточностью расчета. Отметим, что в [2] рассмотрена 
безразмерная амплитуда \а \р0/рА как функция равновесного радиуса й 0, 
что неудачно, так как равновесное давление в пузырьке р0=р<»+2о/В0 само 
зависит от й 0 при фиксированном гидростатическом давлении в жид­
кости рж. Однако и в этом случае исследование асимптотики при й 0-^0 
показывает, что в области й 0< 20 мкм резонапс невозможен. Отметим, что 
при решении этой задачи для газового пузырька в отсутствие фазовых пе­
реходов в [2] неявно использовано условие, что длина звуковой волны 
в газе значительно превосходит размер пузырька, хотя это и не оговарива­
ется. По этой причине решение, полученное в [2] с использованием урав­
нения импульса для газа, не точнее, чем настоящее решение, использую­
щее условие гомобаричности. В линейных задачах условие гомобаричности 
упрощает решение, однако не принципиально. Принципиальная же важ* 
ность этого условия для численной реализации нелинейных задач отмеча­
лась в работе [8].

На фиг. 3 приведены характеристики колебаний парового пузырька с 
радиусом й 0=10 мкм в воде. На фиг. 4 представлено распределение тем­
пературы в квазиравиовесном приближении при пульсациях паровых 
пузырьков двух различных размеров в воде па частоте 20 кгц. Во втором 
случае размер пузырька сравним с толщиной термодиффузионного слоя в
8 2 0



паре, и поэтому большие градиенты температуры внутри пузырька при 
пульсациях не возникают.

Учет неравновесиости фазового перехода и неоднородности температу­
ры внутри пузырьков позволяет в отличие от работы [3] рассматривать

Фиг. 3
Фиг. 3. Зависимости фазы р, безразмерной амплитуды колебаний 
Ы р™/рл и скорости фазовых переходов \J\poo/pA о т  частоты аку­
стического поля при различных значениях параметра Ф для пу­

зырька с радиусом /?о=Ю мкм
Фиг. 4. Распределение температуры при колебаниях паровых пу­
зырьков в акустическом поле с частотой 20 кгц для различных фаз 

колебании соt\ а — 7?0=2Ю мкм; б -  R<>=10 мкм

колебания крупных пузырьков. Однако условие малости амплитуды коле­
баний по сравнению с толщинами термодиффузнойных слоев в паре и 
жидкости, выполнение которого необходимо для корректности переноса 
граничных условий с поверхности пульсирующего пузырька па поверх­
ность с r=RQy налагает для крупных пузырей более жесткое ограничение 
па относительную амплитуду колебаний.

Автор благодарит Р. И. Нигматулияа, В. Ш. Шагапова и Р. Р. Айдагу- 
лова за полезное обсуждение.
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