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ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ НА ГРАНИЦЕ 
НЕОДНОРОДНОГО ТВЕРДОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Для твердого неоднородного полупространства, параметры Ламе и 
плотность которого изменяются с глубиной согласно степенной зависи­
мости, решается задача определения коэффициентов отражения и пре­
ломления звуковой волпы, падающей из жидкости, покрывающей твер­
дое полупространство, на границу раздела двух срод. Задача решается 
для двух значений коэффициента Пуассона для случаев квадратичной 
и кубической зависимости параметров среды от глубины. В первом слу­
чае решение дано в элементарных функциях, во втором — в функциях 
Хапкеля индекса 11/ з .  Проведено сравнение с результатами, полученны­
ми для однородных сред.

В работе [1] найден коэффициент отражения звуковой волны на гра­
нице жидкости и однородного твердого полупространства. Для неоднород­
ной твердой среды, когда параметры Ламе и плотность среды зависят от 
глубины z , задача сильно усложняется, так как уравнения, описывающие 
движение среды, становятся связанными и имеют переменные коэффици­
енты. Однако для некоторых частных случаев зависимости параметров 
Ламе и плотности среды от глубины эти уравнения, как показано в рабо­
те [2 ], удается расщепить.

Ниже находятся коэффициенты отражения и преломления звуковой 
волны па границе жидкости и полупространства для двух случаев неодно­
родности последнего. В первом случае модуль сдвига подчиняется квадра­
тичной зависимости от глубины z. Во втором случае эта зависимость 
кубическая.

Рассмотрим неоднородное твердое полупространство, параметры Ламе 
которого изменяются в функции глубины

Тогда, как следует из работы [2], плоское движение твердой среды описы­
вается уравнениями
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(1 ) X='ko(az+l) ‘'~i , p = p 0(az+ l)T“1,
а плотность определяется как

=const.

(2)

где

vnQ — скорости распространения волн деформаций при z = 0.



Рассмотрим два частных случая, когда уравнения (2) интегрируются 
в замкнутом виде. Если ^=3, то скорости распространения волн деформа­
ций будут постоянными, а зависимость параметров Ламе и плотности сре­
ды от глубины становится квадратичной
(3) X =fi=p0(a2+1)2, p=p0(az-f-l)2.

Пусть из жидкости, покрывающей полупространство со свойствами (3), 
падает звуковая волна, заданная потенциалом
(4) ф п= л ^ (А31по+гсозо), • •
где v — угол падения, А — амплитуда волны. Здесь и далее временной 
множитель опущен. Отраженную волну па пишем в виде
(5 ) ф Q==AVeik{x*lnr,+zcoavK
В полупространстве возникают продольные и поперечные волны; мы пред­
ставим их в виде
(6) я|h = A W e ihl(x&'n(i- zc0*e), .

ц г= А Р е щ* *1п cosp),
к=(ос~\ x=coiV l,

где с — скорость звуковой волны в жидкости, со — частота, 0, Р — углы, 
составляемые соответственно нормалями к фронтам продольной и попереч­
ной волны с осью Oz. Смещения ii=ui+u2=uxix+uxiz связаны с потенциаль­
ными функциями соотношениями

(7) V ("фО, u2f2= V x  .

где /„ — весовые функции, зависящие только от z. Для данной среды и 
значения ^=3 они имеют вид / i= / 2=az+l.

На границе раздела требуется выполнение условий непрерывности нор­
мальных напряжений

piCzV2cp=|x  ̂ - г +3дх2 дг 3 а
д
dz ) +

д
дз? \ dz

За ) * } .  z= °>

равенства нулю касательных напряжении

( a ) ^ i + ( v 2-
„ д2 , д 
2 — — + а

dz dz ) ♦ * - о

и непрерывности нормальных смещении
дф __ drpi ^ д2'ф2

dz dz dx‘

где p i — плотность ж идкости , ф= A (e- ihzC0*v+VeihzC0BV) ‘eikxt'DV. Граничны е 
условия  приводят к  следую щ им  уравнениям  для определения трех по­
стоян н ы х  F, W, Р:

(1—V) ik cos v= W ik t cos 0+Px2 sin2 р,

Р ^х3 i sin р cos 2р+ а х 2 sin 2р j  =  W (aikx sin 3—k 2 sin 20),

PiC2x2( l+ F )  =TF[ —A:,2(1+2 cos2 0)+3aiki cos 0] + 
+P(3a-+2ix cos p)x2 sin2 p; к sin v= kx sin 0= x  sin p.
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Отсюда

(8) F = ,
Z,cos22p+ZI sin, 2 |l-Z 1- t o , r  (3Z3+Z2) cos B-Z, —  (- -  ^ -1 i - N

L cos 0 J

Z2 cos2 2p+Z3 sin2 2 p + Z ,-to 2 [ (3ZS+Z2) cos p+Z, cos(0—(3) 
cos 0

где

Z, P<c
C O S  и

Z 2
pt>,

cos 0 ’
Z ,=

P^2
CO S (3

iV=3fty22Z3- ^ - c o s ( 0 - 8 ) .
cos 0

При b= 0 выражение (8) совпадает с соответственным выражением рабо­
ты [1]. '

Отметим некоторые особенности коэффициента отражения. Если ско­
рость распространения волн в жидкости c<u2< v u то при c<sin ^<c/t?i 
углы 0 и (3 будут вещественными, ибо sin 0=i;iC_1 sin v, по коэффициент 
отражения будет комплексной величиной, по модулю <1. Это значит, что 
при отражении изменяется не только амплитуда, по и фаза волны. Для 
однородной среды мы имеем действительный коэффициент отражения и 
соответственно изменяется только амплитуда. При со2~*<sin v оба угла 0 
и (3 комплексные, т. е. продольные и поперечные волны становятся неод­
нородными волнами. Z2 и Z3 будут чисто мнимыми положительными, 
a cos (3, cos 0 — чисто мнимыми отрицательными, что вытекает из усло­
вия ограниченности выражений (6) при о. При этих условиях числи­
тель выражения (8) будет комплексно сопряжен знаменателю и коэффи­
циент отражения по модулю будет равен единице, т. е. имеет место полное 
отражение.

Коэффициент преломления продольной волны определяется выраже­
нием
^  TI, 2(Z2cos 2(3—bv2i cos р)

W-
Z2 cos2 2(3+Z3 sin2 2(3+Z,—bv2 £ (3Z3+Z2) cos (3+Zt cos(0—(3) 

cos 0 -
N

Определим угол, при котором продольная волна в твердом полупростран­
стве не возбуждается. Приравнивая нулю числитель выражения для коэф­
фициента преломления и используя зависимость между углами преломле­
ния, мы приходим к уравнению для определения угла (3: (4pi;1+3b2y2a) У— 
—2 У (2pvl+bzv22) +pt>i=0, 
где Y =cos2 (3.

Из уравнения находим

« о )  « *  t -  .
4pz;t+3 bzv2

Легко видеть, что если твердая среда однородна (6=0), то угол (3=45°, 
что совпадает с результатом работы [1]. Из формулы (10) мы находим 
два угла, один из которых меньше 45°, второй — больше. При этих углах 
продольная волна в твердом полупространстве отсутствует.

Аналогично может быть рассмотрен случай отражения продольной или 
поперечной волны, падающей из твердого тела па границу раздела жид­
кости и твердого полупространства. Если падает продольная волна, то 
звуковая волна в жидкости будет
( И )  <p =  De*(*8lnv+Z COS

падающая и отраженная продольные волпы в твердой среде —
(12) ipi=Aeihl̂ x sin 0+2 cos sln °“r 008 9)
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и отраженная поперечная волна

(13) \|)2= c y * (xslu{i- rC09 р).

Временные множители exp {mt) в выражениях (11) — (13) опущены. 
Используя граничные условия и эти выражения, можно определить неиз­
вестные В/A, DjA , CjА. Напишем здесь только выражение для коэффи­
циента отражения продольной волны В)A = V  i 
(14)

Z3 sin2 2p+Zi—Z2 cos2 2(5—bv2 | (3Z, cos 0 j
| i - N

Zz sin2 2(J+Z,-i-Z2 cos2 2£—bv2 [ (3Z3-hZ2) cos p+Z, C°S (e^ ) 1 L cos 0 J
| i—N

Из выражения знаменателя формулы (14) можно получить уравпепие 
для определения скорости распространения волны Стопели (при паличии 
жидкой среды) и волны Рэлея (когда жидкое полупространство отсутст­
вует). Сначала допустим, что жидкости нет (Z,=0) и, учитывая, что фазо­
вая скорость волны вдоль границы будет vn=V2 sin-1 положим
(15) sin2p=Z-2.

Приравняв нулю знаменатель формулы (14) при Z L= О и используя 
формулу (15), мы приходим к уравнению

(16) (Z2—2)2—4ц6—bZ2(36+i)) -гЗЬ2(бг)—1) =0,

/  Z2 \ 1/2
где 6 =  ^ 1 ----— ) * rj =  (1—Z2)7,.Это есть уравпепие Рэлея среды со свойст­

вами (3). Оно получено в работе [3] другим путем. Там же исследованы 
его корни. Скорость волны Рэлея зависит от параметра Ь=а/о> и изменя­
ется в узком интервале от значения скорости в однородной среде до вели­
чины скорости волны сдвига.

Рэлеевская часть смещения в твердой среде выражается так:
(сг

и х =  -  ■—г----- -•{ [ (2-1*) д -а 8 ] е"0г+б (2qr\-ha) е-^}sin q ( x - v Rt ) ,
e (2 qy]-ta)

C ciL
Ut =  •— ---- —  {[ (2—Z2) q - a d ] т\е~6г+ (2g*n+a) e~'z)cos q ( x - v Rt) ,

e(2qy\+a)

где q — волновое число, G — некоторая постоянная, e = a z + 1. Исключая 
время t как параметр, получим траекторию частиц, участвующих в распро­
странении поверхностной волны. Это будет эллипс, как и в случае однород­
ной среды, но с другими осями.

Если учесть наличие жидкости, то уравнение (16) заменяется следую­
щим:

(17)
(/г- 2 ) г-4 б 1 1 -М 2(36+1г)+ЗЬ2(бт)-1) = -------^ L r t r e + b d - ^ ) ] ,

pV l-rV
г>2

г =  — .
с ч

Можно показать, что уравнение (17) имеет кроме релеевского корпя, кото­
рый в этом случае будет комплексным, еще один корень, определяющий 
скорость распространения волны Стопели.

Рассмотрим теперь случай, когда коэффициент Пуассона твердой среды 
со свойствами (3) равен нулю, т. е. у=2. Тогда уравнения движения среды
3  Акустический ж ур н ал ,  6 897



будут

(18) (V2 +
2 vS

(О1) ф 1= 0 ,  ( .V 2 +  - ^ j <o2) i|>2= 0 ,

e—az+i.
Представив решения этих уравнений в виде

яр2= 5 е 'га sin » T t , x=f2fc,
мы получим два уравнения для определения функции Ти Т2:

<ГТ. /  & ■2
(19)

<*Х
Я Т г
d V

где £=az+cos2 р, x=az+cos 2р. Их решения, ограниченные при £->-«% 
имеют вид

T ^ g - H X ' i g ) ,  T2=w'kn%i (w), g =  ̂ - % \3 a 3a
где Hxu(g) — функции Ханкеля. Поставив задачу аналогично предыдущему, 
находим коэффициенты отражения и преломления F, А , В:

^=[yo22(fi11a22+<X2ia12)+piC2fx“1(a22«3i—̂ 32«2i) • cos г;]й-1,
(20) А = —2a22i/c cos рЙ"1, B=2aziik cos Q_1,

iW fa ii^ + f la ^ J+ p ip V -1- (Д22а31—asfaa*)^ cos у.
Здесь введены обозначения

an=gi>hH (v,(gra)xVj j  a,2 = x l sin2 рм>0А//£Ч‘ ((o0),

a21= 4a (au—go'Ilfj'* (go)), m = w f  h 1*,,(w*)k4' ,

a22=2am+u?otf’*l) (»o)х‘/з( у - )  , a3!= - 4 a „ -

- x v* ( ^  goH^ig,) ,  aJ2= —и2 sin2 [J (m—2aa12) , 

ёо= 8г—01 w0= wz=0.
Для приближенного исследования полученных выражений при боль­

ших значениях аргумента воспользуемся разложением

(21) //■ Г Ы  =  | /  2  Г -1---- exp i
nw  L

] [1+5(72»ю)

H % (w ) =  ] Г  « р  г1 nw  L ■(W + i 2  )
] [ 1 -7  (72ш>)

Найдем, при каких значениях угла падения у в твердом теле не возбуж­
даются продольные волпы. Рассмотрение проведем при высокой частоте 
падающей волны, когда можно применить разложения (21) с сохране­
нием одного члена в каждом ряде. Сразу замечаем, что при v=  , т. е. при 
скользящем падении, коэффициенты Л и В равны нулю, а F = —1. Это сви­
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детельствует об изменении фазы волны при отражении па 180°. При угле
Jtпадения 0 < у <  ^ приравняем пулю числитель первого выражения (20) 

и получим уравпепие
2к cos2 (5+2ai cos (5—х=0.

Отсюда

(22) (3 =  arccos
—ai±l/ 2х2 

2х

Из соотношения sin $=и2С~л sin v вытекает, что при скорости звуковой 
волны c<v2 угол р будет комплексным, если sin v>c/vz. Формула (22) 
в случае однородной среды (а=0) дает тот же результат, что и формула
(10). Однако для неоднородных сред они приводят к существенно различ­
ным значениям для углов, при которых не возбуждается продольная волна.
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