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К ВОПРОСУ ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ АРМИРОВАННЫХ 
ВИБРОПОГЛОЩАЮЩИХ ПОКРЫТИЙ

М • Ж . М а ч е в а р и а п и

М е т о д а м и  т е о р и и  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  в  к л а с с е  к у с о ч н о -п о с т о ­
я н н ы х  ф у н к ц и й ,  д л я  к о т о р ы х  д о п у с т и м ы  в а р и а ц и и ,  о т ы с к и в а ю т с я  р а с п р е ­
д е л е н и и  м о д у л я  с д в и г а  в  у п р у г и х  н е о д н о р о д н ы х  с л о я х ,  о б е с п е ч и в а ю щ и е  
м а к с и м у м  к о э ф ф и ц и е н т а  п о т е р ь  в  с и с т е м е  н е о д н о р о д н ы н  п н б р о ц о г л о щ а -  
ю щ и й  с л о й  —  т о н к а я  и з г и б н о - к о л е б л ю щ а я с я  м е т а л л и ч е с к а я  п л а с т и н а .  П о ­
к а з а н о ,  ч т о  д л я  в о л н ы  ф и к с и р о в а н н о й  ч а с т о т ы  к у с о ч н о - п о с т о я н н ы е  ф у н к ­
ц и и , п р и н и м а ю щ и е  э к с т р е м а л ь н ы е  з н а ч е н и я ,  у д о в л е т в о р я ю т  н е о б х о д и м ы м  
у с л о в и я м  о п т и м а л ь н о с т и ,  а  с о о т в е т с т в е н н ы м и  к о н с т р у к ц и я м и  я в л я ю т с я  
а р м и р о в а н н ы е  в и б р о п о г л о щ а ю щ и е  п о к р ы т и я .

1. В работе [1] доказано, что оптимальными распределениями пара­
метров в жестких неоднородных вибро поглощающих слоях являются ку­
сочно-постоянные распределения с экстремальными значениями парамет­
ров. Ниже исследована оптимальность армированных вибропоглощающих 
покрытий. Из применяемых на практике трех основных типов вибропогло­
щающих покрытий [2], так называемых жестких, мягких и армирован­
ных, последние характеризуются тем, что в их конструкциях применяются 
материалы с резко различными по величине модулем Юнга п коэффици­
ентом потерь. Помимо жестких слоев в конструкциях таких покрытий ис­
пользуются резиноподобные материалы с малым модулем сдвига (и боль­
шими потерями). Это обстоятельство не позволяет использовать для ана­
лиза полученную в работе [1] систему линейных дифференциальных 
уравнений для умругостиых импедаицев, не учитывающих сдвиговые ко­
лебания. Рассматривая неоднородные слои, тонкие по сравнению с длиной 
сдвиговой волны в материалах, используемых в этих слоях, полагая, что 
нормальные напряжения ozz малы в сравнении с продольными о** и сдви­
говыми оХ2, а также считая малыми измерения нормальной компоненты 
колебательной скорости по толщине неоднородного слоя, вместо исполь­
зуемой в [1] системы линейных уравнений можно получить следующую 
систему:

продольной волпы в резиноподобиом материале, р0 — его плотность, со —• 
круговая частота, sinOo=c0/  ch с, — скорость нормальной волны в неодно­
родном слое, Zjk(z) — безразмерные упругостные импедапцы, u(z) = 
=poCo2/p(z)fr2(z) — безразмерная сдвиговая сжимаемость, p(z)=p(z) / р 0, 
p(z) — плотность материала покрытия в сечении z, b=b(z) / с 0 — безраз-

(1) 2 i t= i(_ u Z 122+2sinfloZ12- p ) ,
Z,2—i ( u /2 2Z l2—sin 00Z22) , 
Z22 = i (н/222” Р.) ,

со
Здесь |  = 2 , z — поперечная координата, co=l,5*105 см/сек — скорость

мерная сдвиговая
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{Di{ z ) - iD i{ z ) ) = ^ ( z ) - { E 1( z ) - iE 2{z)) /  p0c0( l—a2(z)), E1—iE2 — модуйь 
Юпга, a a — коэффициент Пуассона.

В соответствии с принятыми выше предположениями система (1) под­
черкивает главенствующую роль деформаций сдвига и растяжений в рас­
сматриваемых неоднородных слоях. Если слой граничит с воздухом, то 
приближенно можно считать, что значения всех трех упругостных импе- 
данцев на этой границе равны нулю. В дальнейшем будет рассматриваться 
именно такая нагрузка неоднородного упругого слоя. При этом характери­
стическое уравнение для скорости нормальной волны для системы [1] мо­
жет быть написано в виде

(2) . An sin2 ■0'oW  ̂p m — Dm |m2 j  (gi) ■ . ‘

■ (pm-Dm -S-n %mA  ~Dm sin3 ФоЕлЛ г̂ ( |l)  +tAn SilT •d'olmZ,, (§j) +
__- o.. / .  _::... -  • ..... . .. ‘ (' )

(Ег) ̂ 2 2  -Z1 2 2 ) =0.

Здесь Р,„=Ет/  poC„2( l —отг), sm 0o= s in # ^ l  +  - ^  +  i - ^- j ,  sin',#=12pm/

/Дп|»Л Em — модуль Юнга демпфируемой металлической пластины, am —
■ • со ■ •

коэффициент Пауссона пластины, § т  d rnj dm. — толщина металличе-
• ' ‘ . .  С о

ской пластины, Zih(\i) — значения входных упругостных импедапцев не­
однородного слоя на границе слой — металлическая пластина (фигура)., 
г) — коэффициент потерь в системе неоднородный слой — металлическая 
пластина. Считая малыми возмущения, вносимые неоднородным вибропб- 
глощающим слоем в изгибные колебания демпфируемой пластины, из 
уравнения (2) мы получим следующее приближенное выражение коэф­
фициента потерь через параметры демпфируемой пластины и значения 
входных упругостных импедапцев неоднородного слоя:

(3) 11 —

z l ?  (S i) sin ft _(1) x , Z l l ' (b )
p

-2 ,7  (Ы  +
m rmsm

i +
2 Z j?  (Ы

где 3 -p 3m 2 pm Ptnsw

Zg'  (Ы  +iz;t‘ (1 ,)=  Re Zih(I,) +t Im Zih(b )  ■(2)

Z

Z

p(z), c(z\ b(z)
c

Задавая параметры демпфируемой пластины, частоту о), толщину неод­
нородного демпфирующего покрытия и интегрируя систему (1) для раз­
личных законов изменения p(z), c(z), b(z) 
по толщине покрытия, можно найти вход­
ные упругостиые импедапцы и вычислить 
по формуле (3) соответствующие значения 
коэффициента потерь. Среди допустимых 
к вариациям законов изменения парамет­
ров по толщине покрытия найдутся такие, 
при которых коэффициент потерь ц будет 
иметь максимальное значение. При этом
области допустимых изменений параметров практически всегда ограничены 
минимально и максимально возможными значениями. Хотя для материа­
лов, которые могут быть применены на практике в конструкциях вибропо­

z=l

г=0 zjK (o H

глощающих покрытии, значения всех трех перечисленных выше парамет­
ров связаны между собой, ниже, для простоты, рассматривается случай,
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когда плотность и скорость продольных волн в покрытиях постоянны. Кро­
ме того, предполагается, что мнимая часть модуля сдвига не изменяется по 
толщине неоднородного покрытия. Правомерность сделанных допущений, 
по крайней мере для материалов типа пластмасс и жестких резип, не долж­
на вызывать особых сомнений. Действительно, изменения реальной части 
модуля сдвига в ряду этих материалов могут быть более чем на порядок 
сильнее, нежели изменения значений как плотности и скорости продольных 
волн, так и мнимой части модуля сдвига (а). Если все же допустить воз­
можность независимой вариации плотности и объемной сжимаемости, то 
из-за линейной зависимости гамильтониана от этих функций управления 
легко показывается, что оптимальные функции управления имеют кусочно- 
постоянный характер и могут принимать лишь экстремальные значения.

Ограничения на сдвиговую сжимаемость и=ы,+ш 2= 1/(р'0—£я) можно 
написать в следующем виде:

Ц о max

^  0  max

Цо m l

ц2 +а2^  0  in 1 п

При этом исходя из реально достижимых значений параметров жестких ре­
зип и пластмасс для экстремальных значений сжимаемости можпо иметь: 
H i max— И г  max— Ю ,  И , mln̂ 0,2, U 2 m i n — 0. СоОТВвТСТВуЮЩИв ОриеПТИрОВОЧПЫО 
значения могут быть получепы и для пределов изменения функции 
D(z): D i  ш а х — 10, m a x  — 0 , 2 ,  min~0,2, D 2 m i n ^  0,1.

Принимая во внимапие, что упругостные импедапцы неоднородного 
вибропоглощающего слоя являются комплексными функциями

Zik= z {ih)+ iZ™ и считая для простоты, что коэффициент потерь резинопо­
добных материалов (у) существенно выше ц, систему (1) можно перепи­
сать в виде:

(5) г ,?  = u 2(Z n ’1 - z ! 2/ ) + 2 u ,Z \ z  ZS* - 2  sin  dZ},*1,

Z,*?’ = 2 i h Z } ? Z ™  - Щ  ( Z [ ' /  - z [ f ) +2 sin  Q Z »  - p ,

ta  = - b* (z£‘ ’z.V ’ -z iV  z t? ) —в, (z^z.V ’+zS* z\v) +sin ,

Z ^ = - u 2 < z£ ,Z ,^ ,+ Z 1<1,>Z 1t*, ) + » , (Z jV ’Z i0 - Z i ? Z u  ) - s in  * Z 2(a‘\

Z22=2«.2Z2('> z S 1 +Bt (Z2'2,)! - Z ' f ) +Z>, sin2 G -p.

Оптимальную задачу сформулируем следующим образом: найти упругост­
ные импедапцы z\А1} (£) и Z™ ( |) ,  удовлетворяющие уравнениям (5) и пу­
левым начальным данным, а также функцию управления Ц0(£)> подчинен­
ную неравенствам (4) так, чтобы при некотором заданном зпачении приве­
ден пой толщины неоднородного вибропоглощающего слоя функционал

(6) / = - л
припимал минимальное значение (ц соответственно максимальное).

2. Необходимые условия оптимальности получаются, как обычно [3], 
с использованием гамильтониана, который в данном случае имеет вид:

Н \ =  [и2 (Z& — Z $ ) +  2u1Zii)Zia)] к d) +  [— Щ (Z^ — Z ^ ) +
zn

+  2u,fZ$Z$] \  (2) — [м2 (Ẑ 2 Zi2*— z M )  +
211
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+  Ur ( Z M l1 +  Ш  Я ^ , -  [и , (Zg>Z[‘> +  z X )  +

+  u-r (Z£Z<i> -  Z^Z'1>)] Я -  fu2 (Z 'f  -  Z 'f )  +
Z12

2^ ^ ]  Я U) +  [Ur (Z'1/  -  z ' f )  +  2u,Z™Z<$] я
z22 r(V22

-  2 s in  $  Z '1 'Я  (1,  +  (2 s in  dZg? -  p) Я (,) +  s in  O ZS’ Я (1) -
211 Z11 z12

sin 0  Z$X  (2) +  Z>2 sin2 0*, (1) +  (Dx sin2 0 — p) X (2).
z12 z22 z22

Для нахождения входягдих в выражепие (7) функций Лагранжа
(8) X (1) л (2) служат уравнения:

zj k ' * zjk

Х.и\ =  — он
■2<1)11

Я (и —z12

e*s?
дНк
ЭЙ»

х = 0 ,  я (2) =  —̂ Т - =  О,11 <?z(2)11

— 2(a2Zj2) +  X (i) — 2 (MaZif* — uxZ $  +
и

-j- s in  0 ) X  (2 ) 4" (U2%22 +  W1 ^ 2 2 )̂ X  (i) 4" {u 2^22  — ^ 1 ^ 2 2 )̂ X  (2),
211 212 212

Я (2) =
z12

!>Ih- =  2 [u2Z%] -  UrZ\l] +  s in  #) Я (1) -
a #

,U>' l l

2(w22i2)4- k iZ j2*) X (2) (u2Z<ft— ^1 ^2 2 ) X (1)4" (и 2%Я2~\~ UxZ ^ ) X  (2)r
Z11 z12 * z12

X (1) — 
z22

dH-
dz$ — {U2^\2 +  U1 ^ S )  X (1) 4 "  {U2^12 -- 4 "12

4 "s in  0 ) X  (2 ) 4" 2 (m2Z 22) +  ^1 ^2 2 ') • X (i) —  2 (W2Z 2 2 +  ^ (2 )>
z12 z22 z22

'(2) (2) '<!)>

i  dH* , „\<2) = --- TT^T ■= “'22
(2)12 WT/'12* 4“ 8Ш *0) X (i) 4”

'12
4 -  ( U b Z i s  4 "  u i ^ n )  X  ( 2 )  +  2  ( —  m 2 Z 2 2 *  4 -  u i % n )  X  ( i )  4 "

212 222
4 - 2  (m2 Z 2V  4 “ щ 2 $ )  X (2) .

:22

Так как правые части уравнений систем (5) и (8) не содержат явно неза­
висимую перемеппую g, то гамильтониан (7), являющийся интегралом этих 
систем, будет иметь постоянное значение на оптимальных траекториях. 
В соответствии с принципом максимума Л. С. Понтрягина при оптималь­
ных функциях управления гамильтопиап #я должен быть максимален. На­
чальными данными для системы (8) служат условия трансверсальности, 
записываемые на границе неоднородное покрытие — демпфируемая пла­
стина

Однако, как следует из выражений (3) и (6), условия (9) пе определяют 
значения множителей Лагранжа при а лишь дают связь их со значе­
ниями входных упругостных импеданцев, пе известных на этой границе
(значения заданы при £=0). Таким образом, нахождение упругостных 
импеданцев и функций Лагранжа может быть осуществлено в результате 
решения двухточечной задачи для систем уравнений (5) и (8) с неизвест­
ными концевыми значениями импеданцев (при £=£,). Решение подобных
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задач сопряжено с больщщш вычислительными трудностями. В этой связи 
ниже будет ‘ рассмотрен ограниченный класс допустимых к вариациям 
функций управления, а именно класс кусочно-постоярньдх функций управ­
ления. Задача будет состоять в том, чтобы показать, что подобные функ­
ции управления - удов лево ряют необходимым условиям оптимальности, 
а отвечающими им конструкциями являются армированные вибропогло­
щающие покрытия типа рассматриваемых в [ 2, _4—6]>. ■ ; .

3. Для кусочно-постоянных функций управления на каждом подынтер­
вале постоянства уравнения систем (5) и (8) могут быть проинтегрирова­
ны в конечном'лиде. Интегрируя систему (1) в понятном паправлепии (по­
следовательно, начиная с третьего уравнения для Z2 2), получим:

(Ю) Z n=Zn0+ i p t - i S- ^ ^ l + i
И

(Zl; o _ ^ ) 2y A tg ( ly -

1+iZ*° ] / —  t g № p 0

)

Z 22 =
Z22°+ i \ /  —  tg(sVup. 

' и )

\ JrlZ22‘\ j —  tg(£y«p 
Г P-.

Z12 —
^  У  sin (6У5Г) -  2 Sm= ( ] Щ

COS(§ Vup.) +  iZ22° V —  sin ( |  Vup.)
r P* ..

Так как в формулах (10) Z° представляют собой упругостные импедан- 
цы нагрузки для слоя с параметрами н, р, и £, то с помощью эт‘их формул 
могут быть приближенно рассчитаны упругостные импеданцы неоднород­
ного тонкого слоя, состоящего из произвольного числа однородных упру­
гих слоев. Применительно к тонким слоисто-неоднородным упругим слоям 
из (10) получается

(И ) : '  7Лг
^  о . Zi20 +isin§o 2 2 2 0 ^-sin'&op- —
/ 2 2  -r-ip-l / 7  г- ’ *— , Л,2--------------
t+ tZ i fu t

Z u=Zn° + ip l -

iZ12 sin2 d0|+  (2Z12° sin2 do—Z

1+iZ22ul)

- n
12оги) ( 1 + ^ p • r )

, sin2 •б'о 
+  —x----P-l

i+iZit°u%
Результаты расчетов по формулам (11), выполненные для различных кон- 
струкций армированных вибропоглощающих покрытий, хорошо согласуют­
ся с соответствующими дапными, получаемыми с использованием извест­
ных соотношений [2,4—5].

Интегрирование системы (8) в том же паправлепии, осуществляемое 
с помощью вспомогательной функции

Ч *  =  -  а г<|>’
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дает:
(12) X (i) — iX (2 ) — const,

2и 2n
Кг  =  I* <i) (У  ~  & (2) (У) (1 -  ЬгЪ) +  2 i sir. х\  х

12 '12
X [ X sa ) ( У - а  (2) (У1&,

Л*. =  I* (!) (£о) -  Л  (« (Ь)1 (1 -  Ы )а -222 ~22
£ Sill $ 0 [A, (d (У  — ( 2 )  (У] (1 — ^|?) £ “Ъ

212 • 212
+  S in4%  [X (1) (У  — а  (2) ( У )  g2.

г11 211
Здесь g0 — начало подынтервала постоянства функции управления, а

6 .=«°[z2(:) (^„) + f z 2<8,) (g„) ] и u° =  роС°2
Mod+if1) ■

Таким образом, синтез оптимальной кусочно-постоянной функции 
управления в соответствии с принципом максимума схематически можно 
произвести следующим образом. Полагая, что значения коэффициента по­
терь оптимальных вибропоглощающих конструкций должны лежать в обла­
сти —0,05—0,2, для заданной частоты и параметров демпфируемой металли­
ческой пластины в соответствии с формулой (3) можно принять в качестве 
первого приближения следующие значения входных упругостных им па­
данцев ‘

z » ( g i ) “ l, Z<2>(g ,)^ l ,  Z,T (go *0,1, ^ ’( g ^ - o , ! .
Удерживая в разложении (3) в ряд два первых его члена, из равенств (9) 
пайдем выражения для концевых значений функций Лагранжа (при g=g/):

(13) ^  О) — “= Т ---  1 ^.(2) (If) —Z11
%

Pmlrn 2,1 Pm£m
, ,g \ 3 sin ft sin ft
X (l) (§/) — ----- 7Г Л 1  —----- , X (2) (§/) = ------------ ,

*12 Z Pm 2 1 2 pm
sin2^ y  2 sin2-&У

* (1)(У  =  ----=----  , A, (2) ( у  = -----—тц----=----- Л,,
Z22 4pm *22 . 3  . ' Pm •

где л i === Z»  (g.)
4p

'sm ^ (2), (g,)
—--- 1̂2 VS//"1-ТП m Pm?m

Непосредственной подстановкой концевых значений упругостных:Импедан- 
цев и лаграижевых множителей в выражение для гамильтониана (7) убеж­
даемся, что наибольший вклад в значение гамильтониана при |= g / вносит 
сумма

(14) — 2 s i n (I/) (?/) sin 0 Z.2 2* (У  Х̂ (|) (g/) +

+  D i< & i) Sin* OX (2) (У-222
иметь максимальноеТак как X ((|0  отрицательно, выражепие (14) будет 

г(Щ
значение при минимально возможной величине (g/) (т. е. при p.o=jLomu). 
Аналогично, учитывая, что на границе неоднородного покрытия Zih(0)=0, 
иолучается простое выражение для гамильтониана и при g=0
(15) I h  =  - p X  (а)(0)+  i>2 sin*dX a )(0) +  [Dx (0) sin*d -  p] X (2)(0).

и 22
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Если значения Я*(2). (£/) в соответствии с условиями трансверсальности(ZZ)
должны были быть отрицательны, то значения Лг при £=0 могут быть
и положительными. Но тогда, как требует того принцип максимума, функ­
ция управления £, (£) должна быть максимальной при £=0. Подобные из­
менения управления с одного экстремального значения па другое не нару­
шают непрерывности ни упругостных импеданцев, пи функций Лагранжа, 
пи гамильтониана (условия Эрдмана — Вейерштрасса). Из непрерывности 
гамильтониана в точках изменения функции управления (в точках пере­
ключения) получается уравнение для определения соответствующих зна­
чений независимой перемеипой £*:

-  -  1 (16) Н \  (|Ло min) — Н х (Цо max)] II1 max U1  min
[е (Z<f -  z ' f ) +  2 Z < M ) X (1, +  [ -  ( z £ ! -  Z<2/ )  +

zll
+  2eZ<M] X (2) -  [s ( Z ' X 1 -  Zg’ZS(l)y(i) 22̂ 12

22 "12

^ (2) — [e (Z22} — ) +  2 Z ^Z ($b] % (!) +
12 22

\2eZttzi? + Z g )2 -  Z(2T l  b (2) -  sin2 (2) -  0
^ l m a x  Ui  n i i n

8 = ^ 2  m a x  w 2  m i n

1  max U1  nun
Точные значения корней уравнения (16) могут быть определены только 
численно. Однако, как показывают оценки, в первом приближении эти кор­
пи могут быть пайдепы из уравнения:
(17) X (2 )(t*) =  0, т. е.

z22

где Ьг — Н° |Z.2 2* ( |̂) Т^2 2  ̂(£*)]•
Осуществляя небольшие вариации концевых значений упругих импе­

данцев (относительно значений, принятых выше в первом приближении),

можно найти, что при (f ,) =0,45, Z 2f  (£,) =0,9, z “ ’ (g,) =0,2,
(%,)=—ОД и п°=10, (о==2л 1500 гц уравпение (17) будет иметь один

положительный корень (§^0 ,04). Иными словами, за резиноподобным 
слоем, непосредственно прилегающим к демпфируемой пластине, должеп 
находиться слой пластмассы. Дальнейший анализ уравнения (16) на ин­
тервале независимой переменной, отвечающем жесткому слою, показы­
вает, что на этом интервале уравнение (16) положительных корней не име­
ет. Из приближенного выражения для гамильтониана на границе неодно­
родное покрытие—демпфируемая пластина (14) седует, что значение 
гамильтониана растет с уменьшением величины fL0min. Иными словами, 
коэффициент потерь для оптимальных вибропоглощающих покрытий при 
заданной частоте и толщине покрытия должен быть больше, чем для жест­
ких вибропоглощающих покрытий той же толщины. В заключение сле­
дует отмстить, что при и?-*-0 все приведенные выше соотношения пере­
ходят в соответствующие им равенства, полученные в работе [1] для 
жестких вибропоглощающих покрытий.
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