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Дан расчет роста парового пузырька в ультразвуковом поле малой 

амплитуды. Показано, что рост пузырька вызывается в основном погло­
щением механической энергии ультразвука в результате испарения и 
конденсации жидкости на границе пузырька. Получено выражение для 
скорости изменения радиуса пузырька в ультразвуковом поло; показа­
но, что эта скорость не зависит от радиуса. Приведены численные оцен­
ки скорости роста паровых пузырьков в жидком водороде и в воде.

Паровой пузырек в жидкости может существовать в квазистационарпом 
состоянии только при температуре пара, равной температуре кипения жид­
кости при данном давлении. При температуре жидкости ниже точки кипе­
ния пар будет постепенно конденсироваться вследствие потери тепла путем 
теплопроводности и пузырек захлопнется. Если, однако, восполнять эту 
потерю тепла, поддерживая температуру пара на точке кипения, то пузы­
рек сможет сохранить свой размер, оставаясь теплее окружающей жид­
кости («пересжатие» пузырька), или даже расти. Такое восполнение воз­
можно, например, при облучении пузырька ультразвуком, вследствие 
поглощения энергии ультразвука в результате испарения и конденсации 
жидкости на границе пузырька, и в результате выпрямленной теплопере­
дачи из жидкости вследствие противофазности повышения температуры 
пара (при сжатии пузырька) и увеличения поверхности, через которую 
происходит теплообмен. Кроме того, вследствие нелинейности уравнения 
фазового равновесия понижается средняя точка кипения жидкости, что 
также способствует сохранению размеров или росту пузырька.

В последнее время повысился интерес к росту паровых пузырьков 
в поле ультразвука (в частности, в связи с возможностью применения для 
ускорения действия пузырьковых камер) и появился ряд работ на эту тему. 
Однако эти работы либо ограничиваются анализом только отдельных эф­
фектов, приводящих к росту, либо ошибочны. Так, в работе [ 1 ] рассмотрен 
лишь эффокт поглощения энергии звука в результате испарения и конден­
сации жидкости и притом только в предположении квазиадиабатичпости 
пульсаций пузырька. В [2] рассмотрен эффект выпрямлеппой теплопере­
дачи и сделано ошибочное заключение, что других эффектов, приводящих 
к росту пузырька, нет. В [3] при исследовании роли выпрямленной тепло­
передачи и нелинейности кривой фазового равновесия допущены сущест­
венные вычислительные ошибки. Например, при вычислении потока тепла 
в пузырек градиент температуры на границе пузырька считался пропор­
циональным волновому числу тепловой волны по только для переменной, 
по и для постоянной компоненты поля температур. В результате был сде­
лан вывод о прекращении роста пузырька задолго до достижения им ре­
зонансного размера. Этот вывод, однако, противоречит следующим энерге­
тическим соображениям. Пульсации пузырька под действием переменного 
давления сопровождаются поглощением механической энергии [1] и вы­
прямленной теплопередачей из среды в пузырек [2 ]. Эта энергия может 
идти только на испарение жидкости, и, следовательно, пузырек должен 
продолжать расти. В отсутствие такого роста энергия накапливалась бы 
в пузырьке, не изменяя его состояния, что, разумеется, невозможно (как*
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показано ниже, пузырек должен расти, по крайней мере, до достижения им 
резонансных размеров). Наконец, в работах [4, 5] даны результаты чис­
ленного расчета, приводящие к такому же заключению о прекращении 
роста пузырька, что и в работе [3].

Таким образом, вопрос о поведении пузырька в ультразвуковом поле 
нельзя считать выясненным; нет правильного расчета всех исследовавших­
ся эффектов, приводящих к росту пузырька и, тем более, нет сравнения 
относительной роли отдельных эффектов.

Представляется необходимым заново рассмотреть поведение парового 
пузырька в ультразвуковом поле, одновременно учитывая, в отличие от 
упомянутых работ, все существенные факторы и выполняя количественные 
сравнения и оценки. Ниже дается такой расчет в предположении малости 
амплитуды звукового давления методом малых возмущений с точностью до 
квадратичных членов в усредненных величинах. Основная цель этого рас­
чета — определение зависимости среднего радиуса пузырька от времени.

Рассмотрим паровой пузырек в жидкости, находящейся при темпера­
туре, близкой к температуре кипепия при данпом давлении. В интересую­
щих нас процессах вязкость жидкости и пара несущественны, и мы будем 
пренебрегать вязкими эффектами; напротив, процессы теплопроводности 
будут играть решающую роль.

Температуру жидкости па большом расстоянии от пузырька будем 
считать постояппой; абсолютная температура на границе пузырька G, рав­
ная температуре кипепия жидкости при даппом давлении р, определяется 
уравнением Клапейрона — Клаузиуса

Здесь pv, pL — плотности пара и жидкости соответственно, 
парообразования;

L — теплота

где iiv и uL — удельные внутренние энергии пара и жидкости соответствен­
но. Индексы V и L далее также будут обозначать величины, относящиеся 
соответственно к пару и к жидкости. В уравнениях, относящихся как 
к одной, так и к другой фазе, индексы будем опускать.

При решении задачи будем исходить из закона сохрапепия эпергии и 
закона сохранения массы жидкости и пара в среде

(П — поток энергии, /  — поток вещества), а также из условия непрерыв­
ности потоков эпергии и массы через границу пузырька (см. ниже форму­
лы: (7, 8 ) ) .  Потоки энергии через неподвижную сферу радиуса г в жид­
кости и в паре равны

(5) П=4я:г2 Ĵ py  ̂и +  —к  J ,

где v — радиальпая скорость вещества, х — коэффициент теплопровод­
ности, Т — температура. Потоки вещества через ту же сферу равны
(6) /= 4 л г2ру.

Для получепия условия равенства плотпости потоков на движущейся 
поверхности пузырька, достаточно в (5), (6) подставить вместо v величину
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v—R, где R  радиус пузырька (точка означает дифференцирование по 
времени). Это даст

(7) тЛрl (Vl- R )  [lib-’

= pv  {Vv R) {^v  “Г ||

pL '  I R

P

dT>
dr

dTv 
‘Kv—---

R  o r

( 8 )  P  R) I i f  —  pv{vv — R) \r.
Граничное условие для температур имеет вид
(9) TL\R= T v \R=e.

Система (1, 3—9), дополненная уравнением состояния среды и калори­
ческим уравнением, полностью определяет изменение радиуса пузырька 
с течением времени. Температура жидкости и закон изменения давле­
ния предполагаются заданными.

Для упрощения расчета будем в дальнейшем считать жидкость несжи­
маемой, а коэффициенты теплопроводности — не зависящими от темпера­
туры. Можно показать, что устранение этих ограничений существенных
количественных изменений в окончательный результат не вносит.

Ограничимся изучением пузырьков, радиус которых много меньше 
резонансного радиуса для заданной частоты ультразвука. Тогда давление 
р в каждый момент времени можно считать одинаковым в жидкости и в 
пузырьке; это давление можно записать в виде р= (рУ +р ,  где угловые 
скобки означают усреднение но периоду, а <рУ =  0. Другие переменные 
величины также будем представлять в виде подобной суммы; при этом 
средняя величина может в свою очередь меняться от периода к периоду, 
но для применимости всего дальнейшего это изменение должно быть мало 
по сравнению с амплитудой переменной части.

Для вычисления средней скорости изменения радиуса пузырька </?> 
удобно перейти от граничных условий иа быстро осциллирующей границе 
r= R  к условиям па двух контрольных сферах радиусов R v и i?L, движу­
щихся со скоростью <R> (по принимая участия в быстрых осцилляторах) 
и расположенных так, чтобы: сфера r = R  оставалась между ними.

Средним изменением энергии и массы внутри слоя между контроль­
ными сферами можно пренебречь, поскольку оно представляет собой ма­
лую величину третьего порядка относительно амплитуды давления. Сле­
довательно, переходя к усредненным величинам, уравнения (7) и (8) мож­
но переписать в виде

Из (3) и (4) следует, что в каждой фазе средние за период потоки П  и ;  
через любую неподвижную сферу, концентрическую с пузырьком, не за­
висят от радиуса. Поскольку внутри пузырька нет источников массы или 
энергии, эти средине потоки в паровой фазе равпы нулю. Поэтому, учиты­
вая равенства Rv= Rb= (Ry, найдем в квадратичном приближении

(10) —<4яД2> (pvUv—рьиьУ <ЛУ

= 4 nr2 /  pLvL (u L +  — )  -
\ V p J

(И ) < 4 n R v2(pv —рг.) |nv</■?>=•
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Постоянная С определяется из условий, накладываемых на температуру 
на контрольной поверхности r= R L и на бесконечности. На контрольной

дТ  г
поверхности Л  л, = 0  +  —— (ffL—Я) , откуда

дг I п

< я  >=<0>_

Интегрируя (10) при учете (11) и (12), получим

(13) — <4nR2><pvUv—р ь ^ Х Л > = С =

<0>-7\»- +  J  j .
«г.

В силу предположенной несжимаемости жидкости ^vl'>=<vl\rl >

•а <рь^ь+р> не зависит от г. Используя эти обстоятельства, получим после 
преобразования интеграла в (13) при учете (2) окончательную формулу

(14) ( p v X L ' X R y ^ - i V b l n p y  — — < е > - ? т
\Л/ {

где Отдельные члены этой формулы допускают физиче­
скую интерпретацию. Левая часть есть средняя мощность, рассчитанная 
на единицу площади поверхности пузырька, требуемая для увеличения 
радиуса пузырька со средней скоростью <Я> в результате испарения жид­
кости. Первый член справа есть плотность среднего потока механической 
энергии. Второй член справа — плотность потока тепловой энергии. 
В свою очередь этот член разбивается на два слагаемых: слагаемое 
—Xl[<0> — ]/</?> соответствует теплообмену, связанному только с раз­
личием между средними температурами границы пузырька и жидкости 
вдали от пузырька. Второе слагаемое

связано с эффектом выпрямленной теплопередачи.
Для сравнения относительной роли этих членов найдем в липейном

приближении величины t;L, Я, У, входящие в формулу (14).
Из (7) и (8) найдем в линейном приближении

* Ниже, в тех случаях, где это не может вызвать разночтения, знак усреднения 
опускается.
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Аналогично получим из (3) уравнения теплопроводности

(16)

(17)

дТу dp
р  v C p v  — —  —  X v k T v = T a

р lCPL

dt

дТь
dt

dt ’

— xLA fi =  0.

Здесь Cp — теплоемкость, a  — температурный коэффициент ра лиреиия 
пара.

Грапичпые условия для (16) и (17) получаются путем линеариза­
ции (1)

(18) TVlB= r j B =  - 4 r -  р /  =
p v  L  P l — Q v

Соответственные решения имеют вид

(19)

(20)

f . [
0a

+
R sh kvr /  0(A 0a

27 =

pvCpv г sh kvR \ p v R pv^pv

0 R

ш
<pV'L> r

e - k L ( r - R )  p '

где к
* D

— волновые числа тепловых волн в паре и в жидкости и

D =
к

рСР
— соответственные температуропроводности.

Зависимость Я  от р  можно найти, определяя изменение объема пу­
зырька F, складывающееся из изменения объема пара F,, уже бывшего 
в пузырьке, и объема V2 испарившегося вещества. Объем Vt определится 
путем интегрирования уравнения состояния пара по объему пузырька. 
Линеаризированное уравнение состояния имеет вид s= fip—ccT, где $ — 
акустическое сжатие, а  ̂— изотермическая сжимаемость пара. Пользуясь
(19), найдем

Г ,—  \SdV— v { U  —  * * - ) - a ( - ± ______ * L . WJ l V p VCVV ) \ 0 v'L  D v C o v  I

X3
—1+ k yR  cth kvR

(kvR)

Объем V2 равен отношению испарившейся массы жидкости к средней плот­
ности пара ру. В свою очередь испарившаяся масса определяется прито-

ком тепла Q к границе (как из пара, так и из жидкости): т =  — .
Lj

Q вычисляется при помощи (19), (20)

dQ ,  т  г w *-г - ’ =  4лЛ2 у.ь -------
dt L

дТу
or I л дг ] -

— Xl

Pv L pvCpv )

0 k j t + i

0a \ —1+kyR cth IcvR
R

p v'L R
]  4 nR2p.
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p vC
Следовательно,

f 2= - f {

• р ьСрь 0

P V / 0 0а \
\ ру L OvC W •

0а  ̂^ —l+ k y R  cth kvR 
рvL \ рv L  рvCpv (kvR)

+

к Л + 1 иpvL ру L {kbR)
Считая, что пар в пузырьке — идеальный газ, можем полагать

а= 1 /0 , 1р.

Тогда итоговая сжимаемость пузырька В =
V

v p
равна

(21) в  = 1 Г / 1  р \ + P /   ̂ Cpy0 Qv
р W  pvCPVQ / p vCpv0 \ L pv

х з -
— l + k vR cth k vR 
-------- ----------- ------) +  3 -PlCplO k j { + 1 p л

(kvR V p v'L (.kLR )2 pv L l ‘

г)
X

Зная сжимаемость пузырька, найдем R  по формуле 

(22) R = - j - R B p .

Первое слагаемое в квадратных скобках (21) соответствует сжимаемости 
пузырька в отсутствие теплопроводности, второе слагаемое учитывает 
теплопроводность в паре, а третье — теплопроводность в жидкости. Чис­
ленные оценки, проведенные для жидкого водорода и воды, показывают, 
что второе слагаемое в (21) при всех частотах и радиусах значительно 
меньше третьего; поэтому этим членом будем пренебрегать. Такая упро­
щенная формула была впервые получена в [1] в предположении квази- 
адиабатичпости пульсаций. Как показано выше, эта формула не имеет 
такого ограничения.

Отметим, что хотя при |7сьД|-»-<» сжимаемость парового пузырька 
так же, как и газового, стремится к адиабатическому значению, поправоч­
ный член для парового пузырька отличается от поправочного члена для 
газового пузырька, равного по порядку | kLR  |_1, большим постоянным мно-

3 р ьСрьО р 1
жителем A = - — i---------------------------------------- . Например, для водорода при

V2 py'L pvL l -p / p vCpvQ
26° К  этот множитель равен 10, а для воды при 373° К  — 121. Поэтому при 
не очень больших | kLR  | поправочный член не мал и должен быть учтен.

При | kLR  | <  1 сжимаемость пузырька почти целиком определяется 
теплообменом с жидкостью и становится чисто мнимой. По модулю она 
значительно больше сжимаемости газового пузырька (ее мнимость указы­
вает на невозможность резонансных явлений при этом условии), поэтому 
изложенная теория применима только для очень малых акустических дав­
лений, не представляющих интереса при ускорении действия пузырьковых 
камер. Поэтому ниже рассмотрим случай, когда \kLR\ велико по сравне­
нию с единицей.

При оценке относительной роли различных эффектов, приводящих к 
росту пузырька, можно, пользуясь соотношением py/pL< l  *, приближенно 
положить t,=R.

Представим среднюю разность температур поверхности пузырька и 
удаленных слоев жидкости 0— в виде суммы 'Оч+'О'г, где 04 связано со 
статическим пересжатием и равно разности между температурой насыщен­
ного пара при давлении р и температурой удаленных слоев, а 'О'г есть по­
нижение средней температуры насыщенного пара, вызванное нелиней­
ностью кривой фазового равновесия.

* Температура жидкости далека от критической.
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В результате формулу (14) можно представить в виде

рг^Х$>=Ф,+Ф2"ЬФз+Ф*,

где Ф ,= —< R -рУ — плотность потока мехапической
оэ

ф
, _ /  _  г dTL dr \j _ _ _ ) плотность потока

я

тепла,

Хх.

энергии, 

свя­

занного с эффектом выпрямленной теплопередачи, Фз= — —  ®2— плот­

ность потока тепла, связанная с нелинейностью кривой фазового равнове-
Хь а

с и я  и  Ф й =  —  —  v j —  п л о т н о с т ь  п о т о к а  т е п л а ,  с в я з а н н а я  с  п е р е с ж а т и е м .

Численные оценки величин Ф и </?> проведем для водорода при тем­
пературе 26° К  и для воды при температуре 373° К. Ниже приведены тер­
модинамические параметры, необходимые для численных расчетов.

н2ои2

0 , ° к р ,  а г м L , эр г/ г
С р у ,

э р г 'г  °К
C pL>

э р г ! г  °К Р у , 3 PL, г ХЬ '
э р г ! с м - с е  к  °К

3 7 3 1 2 ,2 5 - Ю 10 2 , 1 -Ю 7 4 ,2 *  Ю 7 0 ,5 8  1 0 - 3 1 6 ,7 - 1 0 4
2 6 4 ,5 4 - Ю 9 1 0 8 1 ,5 -Ю 8 5 - 4 0 - 3 6 - 1 0 - 2 1 ,6 -1 0 *

1
При [ кьЩ  1 интеграл в выражении для Ф2 приближенно равен — Т

1так что Ф2 =  — 4xl <Л-Г|В>. Покажем, что Ф2> Ф 3. Действительно,
1 д /  0 \из (1) следует -&2 ~  —  —  ( — f  ) <р2>. Вычисляя производную, как для2 др \pvL.

1 хь О Р dL\ _  2 Р
.] <?*>-идеального газа, найдем Ф~ =  —  ^ _ , .  * , г .  . -  г2 it pyL р L\ L op l pyL

Как для водорода, так и для воды (достаточно далеко от критических
температур) этот эффект нелинейности кривой фазового равновесия всегда
приводит к росту пузырька (Ф3> 0 ) .  Учитывая (18) и (22), имеем:

4: УС Т 0Ф2 =  _  — ------ -  Re В <р2>. Из формулы для сжимаемости (21) следует, что
О  1 1  р у Ь

в ,о
р " о К pyL р

же время величина плотности потока тепла, вызванного нелинейностью
1 %L 0 1кривой фазового равновесия Ф3 не превосходит -гг ------ f  —  (ра>- Следо-2 К pyL р

3вательно, отношение Ф3/Ф2 пе превосходит величины -g- (1 — р/руСрув) г.

При 0 —  30° К водород ведет себя как одноатомный газ (вращательные

степени свободы «выморожены»), так что —^—-  =  -р -, откуда Ф3/Ф2руСруи о
3 1 5  1=  -g- <^1. Аналогично для воды при 0 —  400° К р/руСруд----g-,

15 
32

адиабатическим пульсациям (|/сх,7?|>Л). Нетрудно показать, что при

ч 8 1 - 2/,

ч т о  д а е т  Ф 3 / Ф 2  ^ ^  < ^ 1 .  П о л у ч е н н о е  у с л о в и е  Ф 3 / Ф 2 < 1  о т н о с и т с я  к  к в а з и -

| kLR | < А  неравенство усиливается и может быть заменено следующим: 
Ф3/Ф г<1. Ниже показано, что при \kLR \>A  Ф1» Ф 2 и подавно Ф*>Фз. 
Следовательно, при рассмотрении роста парового пузырька в ультразвуко­
вом поле эффектом нелинейности кривой фазового равновесия всегда мож­
но пренебрегать.
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Сравним теперь Ф1 И Ф2. Поскольку, согласно (22), Ot= - j  R (о 1т В<р>  
имеем

Ф j/ Ф 2 ==
1 ImB
4 Re В р i.Cpjfi

При | kLR | < 4  Re B ^ Im  В, следовательно,

ф . / ф2 =  -^ 1 М ?1 2- ~ 7г -4 PlCplO

Отсюда следует, что Ф2> Ф , при \kLR \ < 21/ ^ 7>1--  и Ф2< ® 1  в противном
г ргВ

случае. Для водорода ® 1> Ф 2 при |ALB | > 6 , 8 ,  для воды — при | f c j ? | > 5 8 .
Слагаемые Ф, и Ф2 приводят к росту пузырька; слагаемое Ф4, не за­

висящее от амплитуды звукового давления, приводит к его захлопыванию. 
Пороговое значение амплитуды звукового давления, при котором пузырек 
начинает расти, определяется, как нетрудно показать, выражением

'  \кл\2 1т В р VL ' J
Pn=pvB

2V2tf,
При \kLR \>A  и |/5|>рп основной вклад дает Ф, и скорость роста оказы­
вается не зависящей от <В>

<В> а*
1 рьВР7.0 I р I

Уо >»,,
2У2 р VL (р уЬУ

Соответственно число периодов п, за которое радиус пузырька вырастает 
до заданного значения В 0, равно

п =
У 2 рvL / QvB
л рlCplQ \ |р|[ т **

Численпый расчет, использующий приведенные выше данные, дает для 
водорода при \р\=3 атм п = 1,9 \kLR0\, а для воды при |/;|=0,5 атм 
тг=0,06 \к,Д0\.

Следует обратить внимание на сильную зависимость скорости роста 
пузырька от плотности пара. Так, для водорода плотность пара быстро 
уменьшается при понижении температуры, поэтому, папример, при пере­
ходе от 0=26° К  к 0=24° К скорость роста пузырька увеличивается в 
3 раза.

В заключение заметим, что, в отличие от результатов работ [3—5], 
настоящая теория не дает ограничения роста пузырька при его радиусе, 
мепыпем резонансного. Рост пузырька прекратится, когда акустическое 
давление на его границе станет в результате звукоизоляции присоединен­
ной массой меньше порогового, что произойдет только при радиусе, превы­
шающем резонансный.

Автор выражает благодарность М. А. Исаковичу за ряд ценных советов 
и постоянный интерес к работе.
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