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ОБ АКТИВНОМ ГАШЕНИИ ЗВУКА ОГРАНИЧЕННОЙ ЧАСТОТЫ
В ВОЛНОВОДАХ

А .  А .  М а з а н и к о в ,  А .  Т .  У к ол ов ,  М .  В . Ф гдорю к

Рассмотрена задача об активном гашении звука ограниченной часто­
ты в волноводе. Если пренебречь затухающими нормальными волнами 
высших порядков, то гашение поля можно осуществить с помощью ко­
нечного числа приемников и излучателей.

Чтобы погасить произвольное акустическое поле в волноводе, необхо­
димо использовать непрерывно распределенные но сечению излучатели и 
приемники [1 ]. В том случае, когда существует лишь нулевая нормальная 
волна, гашение можно осуществить с помощью дискретной системы излу­
чателей и приемников [2]. Рассмотренная ниже дискретная система по­
зволяет гасить акустическое поле в случае, когда может распространяться 
конечное число нормальных волн.

Рассмотрим бесконечно протяженный волновод W  (—оо<х < °° )  сечени­
ем 2)  с идеальными (мягкими или жесткими) стенками, заполненный иде­
альной средой. Звуковое давление р {R ), R =  (xy у , z) удовлетворяет урав­
нению Гельмгольца

(1) ( а + 4 ) / » . ( » ) “ / ( » ) .  R ew /-

одному из краевых условий

д р (  R)
=  0, R  ̂ d W

дп
р (R )= 0 , R^dW

(2а)

(26)
и условию погашаемое™ на бесконечности.

Предполагается, что функция /(R )  финитна. Пусть / (R )= 0  при х >  
> —8<0, о)|< о)2<  . .  . < (o v<  . . .  — критические частоты волновода. Если 
(i)ir<G><(iVv+1, то поле может быть представлено в следующем виде:

(3 ) ;,(R)=P+(R)+/KR), V*>-e,
где p{R )  — сумма неоднородных волн экспоненциально затухающих с уве­
личением х

N

(4) Р+ (R) =  ^  A,<pj (г) е<к'х, г =  (у, х ) .
J-=l

Здесь Aj — известные амплитуды, <р*(г) -  соответственные функции попе-» 
речного сечения 2),  нормированные условием

J  |<р,I ' * - ! ,

I
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продольная компонента волнового вектора /-й нормальной волны. Если 
собственное значение вырождено, то в сумму (4) входят все соответствен­
ные собственные функции, образующие ортонормированный базис собст­
венного подпространства.

Расположим в сечении & о(х = 0 )  волновода N{ точечных монопольных 
и N2 дипольных излучателей с амплитудами as и Ь} соответственио; оси ди­
полей ориентируем перпендикулярно к 3 )0. Пусть

М  И { г / }

координаты монополей и диполей соответственно. Эти излучатели создадут 
поле
(5) pa (R) = p s° (R) + р й (R ), Ух,

где рв и ра суммы однородных и неоднородных волн.
Рассмотрим следующую задачу: найти такие амплитуды а>, bif чтобы

(в» , . .  < « ) - {  ° ’  г < °
х>0 .

Нужно выяснить также, при каких минимальных значениях Nt и Nz и при 
каком расположении излучателей эта задача разрешима.

Поле монопольного излучателя, помещенного на 2 ) 0 в точке г=г ® имеет
вид

(7) C (R .R ,e) -  £ у £ Ф . М ф , ( * . ‘ ) « * м4 *
1 j

где G — сумма неоднородных волн. Аналогично поле дипольного излучате 
ля имеет вид

N

(8) Gl (R,R;6) =  ^  у  Ф;(г) Ф1 (г‘ь) e,h'lx' sgn  ( - * )  +Gl.
J-l

Для поля p»°{R) получаем следующее представление:
JVi Ni N

(9) />.°(R) =  £ « iG (R ,R i« )+  2 |6lG‘ (R ,R ,») =  ^ ^ ( r ) e * v * ' f
/■=1 1 }= 1

«S f i  в«фЛг.в) L 6«фЛ'«‘ ) ,  s
- L -  щ г  ^  — 2 ~ s g n ( “ x ) • • /-1 i - i

Подставляя в формулу (6) выражения для ра° и р+, получаем систему из 
2N линейных уравнений с N{+ N 2 неизвестными ah bj

„ ф!(Г*“) фЛ**”) ф! (r\) j  ^  Ф* (*».*) п
Щ  — — -----------г ...-t-aNl - у у ------------ +  о ,  — - ---------------+ . . .  ~rbN2----------- ----------- = 0 ,

a 1
(Ю)

2//с*

, , фу(Гу.а) фу(гЬ,)

9

<pw(fjv2b)
= 0 ,

Ф1 (rie) . , <Pi(W) , <Pi(rbi) < p i(0  .
~ :------ ”■ ••• • aNi —  Oj -  . . .  —----------- A  i,
2iftt 2 £ A p ,

a Фу (>1°)
2 i/c4v

+  . . .  +  aw,
фу (tv,°)

2ikN
- b t Ф»(**0 . фу ( f y.b)

------ Г-----

Очевидно, что минимальное число излучателей равно 2N =N t+Nz. Далее 
будем предполагать количество излучателей именно таким.



Решение системы (10) выглядит следующим образом:

где Д* — определитель системы (10), Да* Д^ — определители, получающие­
ся из Д, заменой соответственного столбца на столбец правой части. Преоб­
разуем определитель А*. Вместо I строки (1= 1, 2 , . . . ,  N) напишем сумму 
L и N+1 строк, а вместо N+1 строки — разность I и N+1 строк. Теперь не­
трудно видеть, что Д«—0, если N ^ N z .  Следовательно, минимальное число 
источников Nt= N 2=N.  В противном случае система (10) может быть не­
разрешимой. Пусть Ni= N 2=N,  тогда

I ф1 (Г16)  • • • ф1 (rW6)
I ф* (г,6) . . .  Ф* ( г / )

ф! (ria) —  ф! (rĵ a) х  
Ч>1* (*1°)... флг (г№)

=  ( —i ) N{k ikz . . . k N) - '& emk ad-

Условие Да̂ 0  является ограничением на расположение излучателей. Лю­
бопытно, что определители Да7Л, Дad имеют ту же структуру, что и волновая 
функция системы квантовомеханических частиц, подчиняющихся статис­
тике Ферми — Дирака [3 ]. __ __

^Перейдем к решению задачи приема. Пусть / ( R ) = / i (R )+ /2(R ), где 
fi (R) = 0  при я > ^ е < 0 , U (R) = 0  при х< е.

Тогда поло />(R) имеет вид

(13) р (R ) =/>+ (R) +р~ (R) + р  | *  I <в ,
гДе P+i Р ~ однородные волны, бегущие направо и налево соответственно, 
р  — сумма неоднородных волн. При этом

IV

р+ = £ A j(pJ(r)V*'x

(14) \х\<г

В сечении волповода Я ) - ь ( х = —б, 0 < 6 < е )  расположим N монопольных и 
N дипольных приемников в точках г/71, rhd соответственно. Приемники пред­
полагаются акустически прозрачными. Требуется вычислить A t по изме­
ренным приемникам значениям поля, т. е. найти амплитуды волн, распро­
страняющиеся слева направо, иными словами, требуется решить задачу 
об однонаправленном приеме. В силу сделанных предположений A t есть 
решение следующей системы уравнений:

N N

=  л»..
J = l i-=i

(15) N
j YjA w ,iks (r ,-)e~ W  -  W ) ' =  d‘

1 j  =  l

Z = l , 2 , . . . ,  Ny

где m,, m,d — показания приемников. Решение системы дается формулой
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где Дг — определитель системы (15), А/ получается из ДР заменой соответ­
ственного столбца на столбец из правых частей. Преобразуя определитель 
Дг, получим

(17) Аг=  (—г)N22N(klk2 . .  ./c„)det ||ф*(г/”) IlXdet ||ф<(rftd) ||.

Если приемники расположены так, что ДГ̂ 0 , то формула (16) дает реше­
ние рассматриваемой задачи.

Подчеркнем, что при решении этой задачи мы использовали только сле­
дующую информацию: 1) значения о), с; 2) геометрию волновода; 3) об­
ращение в нуль функций / 4 и / 2 при х >  —е, х < г  соответственно. Никакой 
другой информации об источниках как и в случае непрерывного распре­
деления приемников [1 ], не было использовано. Точно так же, как и вы­
ше, можно показать, что число приемников является минимальным и что 
число монопольных приемников должно быть равно числу дипольных при­
емников.

Пусть теперь в волноводе есть два источника /, и / 2, про которые из­
вестно только, что / i (R )= 0  при х > —е, / 2(К )=  0 при х < е .  Требуется пога­
сить, с точностью до неоднородных волн, поле созданное излучателем 
ft в области х>0 .

Из изложенного выше следует, что на 2 )0(х = 0 )  можно расположить 
излучатели, ноле которых гасит /;, с требуемой точностью, но для этого 
предварительно нужно найти неизвестные амплитуды в разложении р, по 
нормальным волнам. Для этого в сечении <2>_*(0<б<е) расположим при­
емники, описанным только что способом. Если числа 6 и е—б достаточно 
велики, т. е. расстояние между приемниками и излучателями порядка не­
скольких длин волн, то поле неоднородных волн, измеряемое приемника­
ми, будет мало и амплитуды распространяющихся волп можно вычислить 
с достаточной точностью.

Определим теперь запреты, налагаемые на расположение приемников 
и излучателей.

Рассмотрим плоский волновод W = { —оо<х < ° ° }  { 0 ^ y < h }  с идеально 
жесткими стенками. Собственные функции поперечного сечения имеют 
вид

ф| (у)  =  —= ;  фДу)=  l / “ "COS ( /—1 ) -^ - ,  /= 2 , з , . . . ,  N. 
г h h h

Выясним, какие ограничения налагаются в таком волноводе па расположе­
ние приемников и излучателей, необходимых для решения задачи гаше­
ния. Для этого достаточно исследовать определитель Дят, который пропор­
ционален определителю

(let cos (у—1) nyi_
h

Каждый элемент /-ой строки cos ( /— I) —р -  можно представить в виде
f t

COS
nyi

h )
3 - 1 - 2 *

где Ch — постоянные коэффициенты, такие, что при / —1—2£<0. Каж­
дый член суммы можно представить в виде линейной комбинации из соот­
ветственных элементов предыдущих строк, поэтому

N

del1 cos (y — 1) Щ
h

2  (j-2)
=  2 i deb cosы Ц У ±

h

N
2  O'— 2> ~

=  2 i A,
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где Д — определитель Вандермонда

* - П (p>q р>7

Из этого равенства ясно, что Д может обращаться в пуль только в том слу­
чае, когда уР= у д, т. е. какие-то два однотипных элемента расположены в 
одной точке. Таким образом, в данном случае имеется только один запрет 
на расположение излучателей: нельзя в одной точке помещать однотипные 
излучатели. Аналогичный запрет имеет место и для приемников.

В следующих примерах рассматриваются пространственные волново­
ды с постоянной скоростью звука. Запреты на расположение излучателей 
(соответственно приемников) состоят в том, что их нельзя располагать на

N  ,

линиях, на к о т о р ы х ^  cjcpi( r )=  0, где с , , . . . ,  cN — некоторые константы.
J -1

Однако этот критерий малоэффективен. Ниже приведены более эффектив­
ные критерии для конкретных примеров.

1. Волновод с идеально мягкими стенками, N = 1. В этом случае опре­
делитель А,™ пропорционален первой собственной функции cfi(x, у ), и за­
прет состоит в том, что излучатели (соответственно приемники) нельзя 
располагать в узлах этой собственной функции. При N = 2  условие Д«=^0 
приводится к условию

cos
h

cos к~  ) = П2 sin ̂ sin  х г 1( ур- уя) ■2 h 2 h

I ф. (г1) Ф) (г2) 
I ф2(г‘) ф2(г2)

Ф О.

Излучатели (присмпики) нельзя располагать на линии уровня функции
<Pi(r) , ф1 (г)---- —  (т. е. линии — —  =  const).
Ф г(г) ср2(г)

2. Волновод с идеально жесткими стенками, N=2.  В этом случае опре­
делитель Д ^  пропорционален определителю

1 1 

фг(г‘ ) ф2(г2)
=  ф2(г2) - ф 2(г1).

Излучатели (приемники) в этом случае нельзя располагать на линии 
уровпя ф2(г) —const второй собственной функции.

3. Волновод с идеально жесткими стенками, имеющий форму кругово­
го цилиндра радиуса а. Собственные функции поперечного сечения волно­
вода имеют вид

фо—Const,

q w  = стп3'т ( - ^ f '• ) е ± 'т е 1

где (г, 0) — полярные координаты поперечного сечения, цтп — занумеро­
ванные в порядке возрастания пули функции Стп — нормировоч­
ные константы. При со /с< ри в волноводе имеется одна распространяю-

со
щаяся слева направо нормальная волна, при р и имеются три

такие волны, так как собственное значение Цц, как и все собственные зпа-
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«гения цтп (m ^O ), двукратно вырождено. Условие запрета Лят¥=0 экви­
валентно трансцендентному уравнению

A i A z S i n  ( 0 1—02) + ^ 2̂ 3 sin (02“-0з)+^4зЛ1 sin (03—в,)  = 0 .

Здесь Aj= 3 ri  ̂—и- 3 • j  и (гА ) — координаты точек, в которых расположены 

излучатели (приемники).
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