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О ВЛИЯНИИ ПЬЕЗОЭФФЕКТА НА СВОЙСТВА ПОПЕРЕЧНЫХ 
ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН НА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ПОВЕРХНОСТЯХ КРИСТАЛЛОВ

И . А . В и к т о р о в у  П .  А. П я т а к о в

Приведепы результаты расчета влияния пьезоэффекта на свойства и 
характеристики поперечных поверхностных волн па цилиндрических по­
верхностях кристаллов различных симметрий.

Ультразвуковые поверхностные волны, распространяющиеся по цилин­
дру в направлении, перпендикулярном образующей, в настоящее время 
находят широкое применение; в частности, они применяются в циркуля­
ционных ультразвуковых линиях задержки [1, 2]. В работах [3, 4] авто­
рами быда показана возможность существования и описаны свойства по­
перечных поверхностных воли, распространяющихся по указанному на­
правлению в цилиндрах из кристаллов.
Было показано, что лишь в отдельных осо­
бых случаях решение является изотропным, 
в остальных же распространение по кри­
сталлическому цилиндру аналогично распро­
странению поверхностных волн в неодно­
родной среде. Наличие у кристалла пьезо­
свойств как бы увеличивает его анизотропию 
и может существенно изменить свойства 
волн и характеристики распространения.
Целью настоящей работы и является рас­
смотрение влияния пьезоэффекта на попе­
речные поверхностные волны на цилиндри­
ческих поверхностях кристаллов.

Рассмотрим поперечные поверхностные 
волны в кубических, гексагональных, тетра­
гональных кристаллах и текстурах [3 ], рас­
пространяющиеся в направлении, перпен­

дикулярном образующей (фиг. 1). Будем
считать, что ось z совпадает с осью симметрии высшего порядка в кристал-

Фиг. 1. Геометрия задачи о рас­
пространении волн по цилинд­
ру. Ось z перпендикулярна 

плоскости чертежа

ле. Тогда гармонические (фактор е гЫ в дальнейшем изложении мы опу­
скаем) поверхностные волны будут характеризоваться механическим сме­
щением U(г, 0 ), направленным по оси z, электрическим потенциалом 
'F (г, 0)в кристалле (пьезополе) и Чг0(г, 0) — в вакууме. Следуя работе 
[3 ], будем рассматривать эти функции в бесконечном угловом интервале 
—оо<0<оо? считая ось г= 0  линией разветвления бесконечного порядка.

Производя вычисления, можно показать, что решение, удовлетворяю­
щее уравнениям движения, пьезоэффекта, электростатики, принципу по­
гашаемое™ и граничным условиям на поверхности r= R  цилиндра (отсут­
ствие механических напряжений, непрерывность тангенциальной состав­
ляющей электрического ноля и нормальной составляющей электрической
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индукции) для гексагональных н тетрагональных кристаллов и текстур 
имеет вид:

( 1) и м ~ А т ш к е '’ 'Jp(kiR)

V ( г .0) =  4яЛ “  ( — ) 1
L e t, УР(Аг,Л) e .^ e n + l)  \R 1 J

^ о ( д , е ) = 4
8н+1 \ R I

Здесь обозначено: Jp(ktR) — функция Бесселя порядка р, А  — произволь­
ная постоянная, е и, е15 — компоненты тензора пьезоэлектрических посто­
янных, е 1 j компонента тензора диэлектрической проницаемости,
7. 2 <°2Рkt =  — —----- г;— , о — плотность кристалла, с44 — компонента тензора

с 44 + 4 п е » /8 ц
модулей упоугости, p=2jiR/X=kR угловое волновое число, Л— длина про­
странственной периодичности на поверхности цилиндра Л = 2я Д = о)/с  — 
волновое число.

Связь углового волнового числа р с безразмерным радиусом цилиндра 
y = k tR  дается следующим дисперсионным уравнением, получаемым иа 
граничных условий:

( 2 )
J p + i ( y ) 1 - 6

«

Jp-- i W 1 + 6
г д е 6 -  6 , 1 /  K t i z

к  A  ^
2  4 л е 15* 2 4 я е « *

в ц + 1 \  f i l l K  )  K IS 2 + 1 ’
Л 1 5 ------------------ ,

е ц б ‘ 44 A i 4 ------------------

С ц С 44
виях у >  1, \рп—у\ = 0 ( y li),  следуя итерационному методу, изложенному в 
работе [5 ], можно получить асимптотические решения уравнения (2) в 
двух предельных случаях.

/ у \ хк
Первый случай б j  < 1 . Здесь решение имеет вид:

(3)

'/а-

2/з
+

+̂ т +0(*:'>+0И т) ]■
где g n ' — n - a  корень производной от функции Эйри А / ( g ' ) y п = 1 ,  2, 3  . . .

I /  У \ ,/з IВторой предельный случай | б j  | Здесь допустимы две воз­

можности. Если 6> 0 , то

(4)

(5)

'»( у ) = у  (1+ — — -2 2 8у )  + 0 (* Г ‘ ) ,

где g»—n-й корень функции Эйри Ai{g), п = 1, 2, 3 . . .  Если б< 0 , то корня 
с асимптотикой (4) не существует и все асимптотические решения уравне­
ния (2) даются формулой (5 ), где р„-\ нужно заменить на р„.

Выражения (1) —(5) описывают поперечные поверхностные волны на 
цилиндрических поверхностях гексагональных и тетрагональных кристал­
лов и текстур следующих классов: 1) 4mm, 6mm, o ° m (e lb=£Q, e r = 0 ) :

54



2) 422, 622, -002(6,5=0, е^ФО); 3) 4, 6, е,4^0). Как видно из
формул, в этих кристаллах существуют волны двух типов: волны с «обыч­
ным» пьезоэффектом и волны с существенно «поверхностным» пьезоэф- 
фсктом. В первых (е14= 0 , е^¥=0) пьезополс слагается из объемной состав­
ляющей, пропорциональной деформации в волне (первый член в выраже­
нии (1) для Чг), и поверхностной составляющей (второй член в ( I ) ) .  
Объемная составляющая аналогична льезополю в объемных волнах. По­
верхностная составляющая вызвана связанными поверхностными заряда­
ми, возникающими при деформации в поверхностной волне.

Пьезоэффект в волнах второго типа (е15= 0 , е|4=^0) — это особый вид 
пьезоэффекта, который, насколько нам известно, применительно к упру­
гим волнам в кристаллах до сих пор не рассматривался. Его воздействие 
на волну принципиально связано с наличием у кристалла границы. Для 
объемных волн в таких кристаллах пьезосвойства полностью отсутствуют, 
поскольку объемные деформации не сопровождаются появлением электри­
ческого поля. Однако смещение граппцы кристалла в поверхностной вол­
не приводит к появлению на ней связанных поверхностных зарядов и со­
ответственно электрического поля, локализованного у поверхности. Волна 
в принципе становится пьезоактивной, причем для заметной пьезо- 
активности необходима соизмеримость глубин локализации упругого и 
электрического полей в волне, а это как раз и имеет место в случае попе­
речных поверхностных волн на цилиндрической поверхности. Действи­
тельно, при k,R>  1, как следует из ( I ) ,  глубина локализации механических 
смещений ~ (k ,R )'hlkt, а электрического поля Таким образом,
в целом ряде кристаллов, где объемные волны непьезоактивпы, попереч­
ные поверхностные волны на цилиндрических поверхностях обладают за­
метной и ьезоактивностью.

Количественно влияние пьезоэффскта на поверхностные волны можноо
характеризовать квадратом К*фф эффективного коэффициента электроме­
ханической связи, понимая под этим величину Кэфф=2&с/с=2(с0—с)/су 
где с0 и с — соответственно фазовые скорости поверхностной волны, рас­
считанные с учетом и без учета пьезоэффекта. На фиг. 2 изображены за- 
висимости К эфф (у) для нормальных волн трех первых номеров в кристал­
лах первой (кривые 1, 2, 3) и второй (кривые Г , 2', 3') групп. К первой 
группе относятся твердые тела, у которых е,4=>0, е 1Г,¥=Оу ко второй — твер­
дые тела с £,4=^0, с15= 0 . Кривые нормированы но К 152 (1У 2, 3) и по i£,/.z (./', 
2 ',3 ') .

Из фиг. 2 видно, что пьезоэффект, как и в случае объемных волн, всег­
да увеличивает фазовую скорость поверхностной волны. Однако степень
влияния пьезоэффекта па волну, т. е. величина К»фф, зависит но только от 
вида волны и симметрии кристалла (как у объемных волн), по и очень су­
щественно от кривизны поверхности. При увеличении кривизны К*фф 
возрастает и для кристаллов первой группы может заметно превышать 
К { 2 — квадрат коэффициента электромеханической связи для объемных 
волн (это может быть полезно при возбуждении поверхностных волн и их 
электронном усилении). В целом Кдфф для поверхностных воли в кристал­
лах первой группы существенно больше, чем Л̂ фф для этих же волн в 
кристаллах второй группы. Основной причиной этого является различная 
глубина локализации электрического поля в волнах. В кристаллах первой 
группы (при объемном иьезоэффекте) электрическое ноле в волне локали­
зовано на той же глубине Я, что и упругое (см. выражения (1 )) , т. е .Я ~  
~ у ъ/к,. В кристаллах второй группы (с поверхностным пьезоэффектом) 
электрическое поле в поверхностных волнах локализовано на глубинах 
h~l/k~\/k,y а упругое — на глубинах —Я. Поскольку обычно на практике 
k ,R = y >  1, то H > h , т. е. поток электрической энергии в волнах для кри­
сталлов второй группы меньше, чем для первой, что и дает сравнительную
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2  2малость А^фф. Можно показать, что отношения (К^ф)1/ (Кофф) и для ука*
занных групп кристаллов имеют порядок H/h. При распрямлении цилин­
дрической поверхности (ktR -»-<») пьезосвойства у поверхпостных волн в 
кристаллах второй группы пропадают {h/H-+ 0 ), а в кристаллах первой 
группы значения #эфф стремятся с точностью до членов ~62 к соответ­
ствующим значениям для плоских поперечных объемных волн [3].

Особенностью поверхностного пьезоэффекта в кристаллах второй груп­
пы является отсутствие в случае плоской границы (k,R=oo) корня диспер­
сионного уравнения, соответствующего волне Гуляева — Блюстейна [6 ], 
которая является пределом первой нормальной волны при ktR -+оо. Пер-

Фиг. 2. Зависимости квадратов коэффициентов электромеханиче­
ской связи для трех первых нормальных волн от ktR в кристаллах 

класса 6тт (кривые 1, 2, 3) и класса 622 (кривые 1'} 2\ 3')

вая нормальная волна в этом случае переходит в объемную поперечную 
волну. Интересно, что имеется еще одно решение, описывающее экспонен­
циально нарастающую при удалении от границы z = 0  (антиповерхност- 
иую) волну: U~A  exp ( ikx+K ^2z).  Соответствующий корень лежит на 
нижнем (нефизическом) листе поверхности Римана вблизи точки ветвле­
ния k = k t. В задаче с источником при интегрировании по берегам разреза 
на верхнем листе комплексной плоскости к этот корень вносит свой вклад 
в интеграл, проявляющийся в том, что вдали от источника совокупность 
объемных волн образует упругое иоле, возрастающее при удалении от 
границы (оттекаиие энергии от границы).

Отметим, наконец, что .металлизация цилиндрической поверхности кри­
сталла полностью устраняет влияние поверхностного пьезоэффекта на по­
верхностные волны в кристаллах второй группы.

Как видпо из выражений (1) — (2), у поверхностных волн в твердых 
телах классов 4, 6, °° (е,4^=0, е ^ О )  (например, в кристалле Li Юз) реше­
ние для электрического поля является суперпозицией решений, соответст­
вующих обычному и существенно поверхностному пьезоэффекту. Принци­
пиально новых особенностей это не вносит, однако некоторые повые свой­
ства волн при этом появляются. Так, паиример, поскольку одна компонен­
та электрического поля синфазна с полем упругих смещений и 
локализована в слое глубиной I I ~ y !i/kh а другая компонента, локализо­
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ванная в слое h~l/kh сдвинута относительно первой по фазе, фаза элек­
трического поля в волне меняется вдоль радиуса, что соответствует ис­
кривлению фронта волны с глубиной, (т. е. фронт волны не параллелен 
радиусу).

Одной из наиболее существенных особенностей, вносимых пьезоэффек­
том в распространение поперечных поверхностных волн, является анизо­
тропия. Известно, что в кубических и тетрагональных кристаллах классов 
23, А З т ,  42т  (GaAs, InSb, Bi12GeO20 и др.) без учета пьезосвойств задача 
о  распространении поперечных поверхностных волн по цилиндрической 
поверхности сводится к изотропному случаю [3 ]. Пьезоэффект в кристал­
лах этой группы вносит анизотропию, приводя к неоднородности условий 
распространения по направлению 0. Математически задача сильно услож­
няется. ‘ ■ '<

Б качестве иллюстрации мы приведем решение для нормальной волны 
первого номера. Считая, что образующая цилиндра параллельна кристал­
лографической оси [001], будем искать решение в виде волны, бегущей по 
0, с медленно меняющимися угловым волновым числом р(0) и амплитуда­
ми и (г, 0), ф(г, 0), т о̂(г, 0):
(6) U(г, 0), V(r, 0), Y e(r, e)=a(rf 0), +(г, О),

■ф0(г, 0) ехр (*$p(0)d0—ио£).
Производя вычисления, аналогичные приведенным в работе [4 ], получим 
следующее приближенное решение, которое при е14-*-0 переходит в точное:

Алеи
(7) и sin 20

е ,: (Ш-
1> (Г, G )= А ,а (0) [  (  )  ‘  - i  ■ e~29iJPl (кг) ]  ,

ф0(г, 0) = Л <— - —- [ i (© n+l)cos 20—sin20]/ Pl(ktR) ( — )
8ц"Ы  \ R  /

(r,0) =  4l[ J9l(kr)

где k=k, |l

[

1
K t?

[ * » i % )
— 1 |+2icos20

& » ] } •

s= I)i\ i+ 2K li21 t —  er™
(k,r)1

], f(r)=J,:(k,r)/JPXic,r),

a(0) = Але 1 4 (sin20+t8,i cos 2 Q)JPl(ktR).
b u (* ii+  1)

Здесь везде, полагая i£142<  1, мы пренебрегали членами ~ 0 ( /£ 144). Угловое 
волновое число р, является наибольшим корнем дисперсионного уравпе- 
вия (2 ), где б теперь имеет вид:

6=.Kh2 Г ---------- cos2 20+ i  sin 401.
L e i i+1 J

Формулы (3), (4) для pi справедливы и в этом случае.
Из приведенных выражений видно, что пьезоэффект приводит к моду­

ляции по 0 всех параметров волны: амплитуды, волнового числа и глуби­
ны проникновения, делая их периодическими функциями 0 с периодом л. 
Поскольку к и s имеют мнимые части, у волны вдоль радиуса будет ме­
няться не только амплитуда, но и фаза. Следует обратить внимание и на 
комплексность величины />,, мнимая часть которой описывает амплитуд­
ную модуляцию по 0. При распространении поперечной поверхностной 
волны вследствие неоднородности пьезоэлектрических постоянных по 0 
будет происходить генерация нормальных волн других номеров как в пря-
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мом, так и в обратном направлениях. Вводя эффективный модуль упруго-

но оценить их амплитуды. При этом оказывается, что амплитуды поверх­
ностных смещений в попутных волнах ~ K H2/(ktR ) ,,\ обратных ~ K ilt2/ktR,. 
причем амплитуды рассеянных волн осциллируют по 0 без эффекта «на­
копления».
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используя результаты работы [4 ], мож-
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