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Рассматривается шумовое поле в клипе со смешанными краевыми 
условиями. Поле в каждой точке представляется в виде совокупности 
нормальных волн, возбуждаемых падающими плоскими или сфериче­
скими волнами. Определена пространственная корреляциопная функ­
ция шумового поля, приведены результаты численного расчета.

При решении задачи синтеза оптимальных трактов обработки сигналов 
и оценки их помехоустойчивости необходимо располагать данными о про­
странственной корреляционной функции сигналов и помех. Настоящая 
работа посвящена определению пространственной корреляционной функ­
ции шумовой помехи в клиновидной области с одной мягкой и одной 
жесткой границей. Развитый метод определения параметров шумового 
поля может быть распространен и на другие случаи волноводов.

В ряде работ шумовое поле в неограниченной области или в полупро­
странстве представляется в виде совокупности плоских или сферических 
воли, приходящих в рассматриваемую об­
ласть из различных направлений [1 —3].
Ниже, в отличие от этих работ, шумовое 
поле в пространстве с теми или иными 
границами представляется в виде сово­
купности нормальных волн, возбужден­
ных падающими плоскими или сфериче­
скими волнами.

Точное решение задачи о звуковом 
поле в клипе, возбужденном плоской мо­
нохроматической волной, впервые получе­
но Зоммерфельдом [4 ],  далее эта задача 
рассматривалась в работах Малюжипца и 
его школы для случая как плоских, так и 
сферических волн [5 —7] и в других рабо­
тах [8 ].

Выберем цилиндрическую систему ко­
ординат (г, 2 , ф) и расположим клин, как; 
показано на фиг. 1. Плоскость ф =0  соот­
ветствует мягкой грапице, ф = Ф  — жест- Фиг. 1. Геометрия задачи 
кой границе, где Ф — угол раствора клина.
Обозначим (р, й1, ф) — сферические координаты точек внутри клина

О ^ ф ^ Ф ). Будем рассматривать случайные стацио- 
парные волны, предполагая, что они создаются точечными источниками, 
расположенными внутри клина в точках {p tJ fh, ф,} (О ^ О ^ л ;  0 < ф *< Ф ) 
па достаточном удалении от рассматриваемой области клина (р < р ,).  Па­
дающие волны можно предполагать как сферическими, так (при р,-нкоо) 
и плоскими. В  последнем случае (О*, ф,) означают направление прихода 
падающей однородной плоской волны. Таким образом, при р->-°° падаю­
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щие волны, создаваемые точечными источниками с координатами 
{р<? Ф*» ЧЧЬ распределенными внутри клина, заменяются плоской волной, 
распространяющейся в направлении {fy , ф*} ( 0 0<с р, *<Ф) .  Огра­
ничение ср, углом раствора клипа Ф можно обосновать также и тем, что 
при ср<>Ф плоская волна проникает в глубь клина после значительного 
числа отражений, что при реальных границах существенно снижает ео 
вклад в поле.

Таким образом, в качестве источников, создающих падающие волны, 
нами применяются модели, аналогичные принятым Кроном и Шерма­
ном [1 ].

Определим пространственную корреляционную функцию для случая 
падающих плоских волн; кроме того, приведем полученное нами оконча­
тельное выражение пространственной корреляционной функции и для 
сферических, достаточно удаленных, шумовых источников. В последнем 
случае в качестве исходных используются выражения, полученные в ра­
ботах [6, 7 ]. Как будет показано, наблюдается значительное сходство 
пространственных корреляционных функций шумовых полей, возбуждае­
мых падающими плоскими и сферическими волнами.

Представим комплексную амплитуду случайной стационарной волны,, 
падающей в клин из телесного угла dGi=sin$id'$id(pi в виде

(1 )  < л г , (о *  ф,) =

= В (со ; ф* ф , )  exp [—ik(xsmftiCos<f)i+ysin'&iSm<pi+zcos,&i)]dGiT 
где В  (со; О* фО — случайное поле.

Падающая волна (1 ) возбуждает в клине случайное стационарное поле 
d lF (г, z, ф / O i ,  ф , ) , которое может быть представлено в виде совокупности 
нормальных волн:

d\F (г, z, ф/О* (pi) =
00

= В (со; Ъи <р,) da, ^  Ч1-,, (г, z, cp/ft,-, ср,),
И=0

где 'FnCr, z, ф/Oi, ф,*) — комплексная амплитуда п-й моды, возбужденной 
детерминироваппой плоской волной единичной амплитуды, падающей в 
клин под углами -fh, ф *; согласно работам [ 4 ,  5 ,  8 ] ,

( 2) xVn(r, z, ср /# ,, cpt)  = e n exp ~  j  sin р„ср sin ц„ср,Х

Х ехр  (—ikz cos # , )  {кг sin # , ) ,  

функция Бесселя первого рода порядка р„,где J(ЛП

(3 )
Л

^ = ™ (2 га+ 1 )’ n = 0 ' L --

Полное поле в клине найдем суммированием полей, возбужденных па­
дающими волнами, поступающими в клип из различных телесных углов 
do,, т. е.

со

(4 )  Ч ' ( r ,z ,< p )=  | Я (с о ;# , ,с р , )  £  ^ „ ( r ,  z, ср /д ,, q>,) da ,,
<J 7 1 = . О

где о определяет диапазон изменения телесных углов прихода плоских 
волн.

Определим теперь пространственную корреляционную функцию 
К {со, o ';  х, х ')  шумового поля (4 ) для точек x : {r ,  z, ф} и x ': {r ',  z\ ф'}. Так
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как
К  ( с о ,  со'; х, х ' ) = < 4 / (со; х)ЧГ*(о>/; х ')> ,

то
w  W

Z(co, o / j x . x ' ) / ^  V , J J  <S(co; •О’*, (p j)S ’ (© ';  Ф/, cp,') >X
n«=0 m*= О a  о

X lF„(co ; х/d,-, ф,) 4 7 / (<*>'; x'/d*, ф<)йо* do/, 

где da/=8inft/db/dip/.
Если падающие волны, приходящие из различных направлений (О*, ср.) 

и (Ф/, ср/), некоррелировапы, то с учетом представления дельта-функции 
па единичной сфере [9 ] получаем

<В (о ;  Oi, ф/ S *  (со'; Ф/, ср/) > =

= < ?  (со, со'; 0<, фс) —  б ( О * - # / ) б (ф< ф / )»
sin п,-

при этом
ОО 00

К {й), 0 ) ' ; х ,  х ')
« гаи m=*o <v

X xF n(co; x/di, ф<) 47/ (со'; х'/Ф,-, фi)dou 
Д ля  стационарного поля

Q( со, со'; #<, фО в #(со; fy, ф<)б(о)-о/),
где g(co; ф,) — спектрально-угловая плотность дисперсии падающей 
волны. Следовательно,

ОО 00

ЛГ{(о,(»,; х , х ' ) = б ( ( о — J £(©;<► ,,  ф() Х

n= 0  v i—О а

Х 4 7 ( с о ;  x|Oi, ф<) 4 7 /  (со'; x 'l f l * ,  фi ) d o { .

Так как спектральная плотность дисперсии (пространственная корреля­
ционная функция)

w

£(<*>,■*, х ' ) =  ю ';х ,х ')й (о ',

то
ОО ОО

^ (© ;х ,  х ')  =  L L I  £ (ю ;Ф < ,ф ,)Х
П =  0 ЩьзО о

Х 4 7 (< о ;  х/Ф„ ф<) 4 V  (a > ;x 7 *„  ф , ) * *„

или, учитывая формулу (2 ),

(5) g (m ;x ,  х ')  =  - ^ - У ,[ У 1 enem s in  |Д.„Ф s in  |хт ф 'Х

00 ОО

п =  0 таО

я Ф

Xexp £ i - y ( p n—Цт) J J J g(co; Ф(, <p<)sin |д,„ф| sin цтф(Х
О О

Хехр [ —ik (z—z )  cos ] /и„ (kr sin $*) Jtim (kr' sin d ,) sin d(p{.
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Если интенсивность падающей волны не зависит от углов падения, т. е. 
# (ю ; 0<, ф <)=£(о>), выражение (5 ) существенно упрощается, поскольку с 
учетом формулы (3 )

ф Ф

I sin (x„cpi sin p,n(pirfcpi= 2 ’
0 0

При этом

(6 ) f (® ; x ,  x ')= g - (© ) e »2s

п=т,

пФт.

п = о

я

е х р [—ik (z—z') cos ft* ]/м„ (Ar sin (кг' sin ft,) sin 'вчЙЬ.
0

Заметим, что, согласно формуле (6 ),  шумовое поле по координате z 
(т. е. при г = г ',  <р=<р/) является однородным.

Поскольку формула (6 ) описывает в общем случае неодпородпое ста­
ционарное шумовое поле, то нормированная пространственная корреля­
ционная функция будет

(7 ) Р(со; X, х ' )  =g (<3 ; X, x')/l/g(co; х, x ) g ( со; х ', х ') .

Если шумовое поле создается достаточно удаленными точечными источ­
никами, расположенными в точках {р*, О», <р*}; (0<ф <<Ф ; /срхs in 0 ^ »  1), то, 
проведя аналогичные выкладки, можно показать, что

и —

6'(со; х, х ' )  V  sin sin ^„cp'X

со

ф
п=о

я

X  j  exp [ - ik  ( z - z ' )  cos 0 i]/ „ (kr sin •0', ) /„ ( kr' sin ■0.) sin 0,-d0,,
0

где

/n (At sin 0 .) =i> ( tn)/l/kr sin 0 ,; Jn= V 2  (p n—Ar sin Ф<) /У kr sin

f (£ „ )  — функция Эйри.
При выводе этого выражения в качестве исходного определения моды 

1Р „ (© ;  х/#,-, Фi) вместо формулы (2 ) применено выражение, полученпое в 
работах [6, 7 ]. Заметим, что при s in *0ч, равном 0 или я, асимптотические 
выражения в [7 ] становятся недействительными, однако это пе 
отражается па значении функции g (со; х, х ') ,  определенной согласно фор­
муле (8 ), так как вклад соответственных источников в выражение для 
g(co; х, х ') ,  согласно формуле (8 ), равен нулю.

Выражение (6 ) отличается от выражения (8 ) лиш ь постоянным мно­
жителем и заменой функции /,т  (A rs in fh ) на функцию /п(*Аг s in fy ). Сход­
ство выражений (6 ) и (8 ) особенно наглядно при больших значениях 
A rs in g , когда действительны следующие асимптотические выражения:

и

/п (Ar sin #*) =
1

12 —
V2 У kr sin 0,-

/2V2,  . я  \
COS ( ----- КГ Sin 0 j -------- I

4

• ■■ »

(Ат sin ft.) ==l/ —----- * - cos ( A r s i n ^ , — ——  —  р Л  .
я  VArsinft* V 4 2 '
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Фиг. 2. Значение нормированной пространственной корреляционной функции при 
ср=1°, Ф=10°, для кг=  Ю, N = 2 -  кривая 1 и кг=20, N=3 -  кривая 2

Фиг. 3. Значение нормированной пространственной корреляционной функции при 
Ф=9°, Ф =10° для кг=10, N = 2 -  кривая 1 и кг— 20, iV=3 -  кривая 2

q ty o  о

Фиг. 4 Фиг. 5

Фиг. 4. Значение нормированной пространственной корреляционной функции (р) -  
кривая 1 и пространственной корреляционной функции (g (1)) -  кривая 2 при Лг=»

=40, N —Ъу ф=5°, Ф=10°
Фиг. 5. Значение нормированной пространственной корреляционной функции (р ) — 
кривая 1 и пространственной корреляционной функции (g(1)) — кривая 2 при

к г = 40, 5, ф=1°, Ф =  10°

Результаты вычислений функции р((о; /*, z, <р; r\ z\ <р') и £ (1>(о); г, z, 
Ф, г ', г ',  ф/) =  [ёг((о )2п 2/ Ф ]" 1̂ (о ); г, z, ф, г', z ', ф ') приведены па фиг. 2—7.

Зпачения g (1)(o>; г, z, ф; г ' ,  z \  ф7) и р(<о; г, z, ф; г', z', ф') вычислялись 
согласно выражениям (6 ) и (7 ) при ограничении числа N учитываемых 
мод шумового поля. Значение N выбиралось так, чтобы ц* лишь несколько 
превышало значение кг или кг'. При соблюдении этого условия моды бо­
лее высоких порядков практически можно не учитывать, поскольку соот­
ветствующие значения функций Бесселя в формуле (6 ) весьма малы.

На фиг. 2, 3 приведены значения р при г = г ',  ф=ф'; на фиг. 4—7 — зна­
чения р при z = z ',  ф=ф '. При кг=10 значение £ (1)(с); г, z, ф, г, z, ф)=* 
=0,186 -10”2 при ф=1° и 7-10~2 при ф=9°. При Дт=20 значение 
g(1)(co; г, z, ф, г, z, ф) = 1 ,8 9 -10”2 при ф=4° и 5,33*10~2 нри ф=9°.

Поскольку по координате г случайное поле является неоднородным, 
на фиг. 4—7 приведены значения р и g (1) для различных значений кг и 
•кг'. На фиг. 4, 5 величина кг=40 остается неизменной, тогда как вторая 
точка движется к ребру клина; кг' изменяется от 40 до 10. На фиг. 6, 7
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Фиг. 7
Фиг. 6. Значение нормированной пространственной корреляционной функции (р ) — 
кривая 1 и пространственной корреляционной функции (g(1)) -  кривая 2 при кг=

=10, iV—5, ф'=9°, Ф=10°

Фиг. 7. Значение нормированной пространственной корреляционной функции (р ) — 
кривая 1 и пространственной корреляционной функции (g*1*) — кривая 2 при

7сг=10, iV=5, <р=1°, Ф=10°

приведен случай, когда зафиксирована точка кг—10, а другая точка дви­
жется но координате г от ребра клина; значения кг' при этом изменяются 
от 10 до 40.

Различный ход кривых в этих случаях обусловлен неоднородностью 
поля по координате г. Поскольку в рассматриваемом случае z=z\ то из 
формулы (6 ) следует, что gr(1), а следовательно, и р являются действитель­
ными функциями.

Следует отметить, что полученные нами корреляционные функции 
заметно отличаются от результатов, приведенных в работе [ 1 ], 
что приводит к существенному изменению как структуры, так и помехо­
устойчивости трактов обработки сигналов по сравиепию с трактами, по­
строенными без учета специфики шумового поля в рассматриваемой об­
ласти.
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