
В ы п. 6
а к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л

Т о м  XXIV ~ 7 1978

УДК 534.213.4

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЗВУКА В ТРУБАХ ПЕРЕМЕННОГО
СЕЧЕНИЯ

А .  В .  П о п о в

М е тод о м  п л а в н ы х  в о зм ущ е н и й  д л я  н е р е гул я р н ы х  а к ус ти ч е ск и х  вол­
новодов с м я гк и м и  и л и  ж е с тк и м и  с те н кам и  п остр о е н ы  п р и б л и ж е н н ы е  
р е ш е н и я  волнового  ур авн ен и я , а н а л о ги ч н ы е  н о р м ал ьн ы м  вол нам  ре гу ­
л я р н ы х  волноводов.

В работе [1] были построены асимптотические решения общего линей­
ного волпового уравнения, описывающие распространение колебаний в 
волноводах с медленно меняющимися параметрами. Эти решения, пред­
ставляющие обобщение понятия нормальных волн [2] на случай плавно- 
нерегулярного волновода, имеют вид ие~ш\ где

и (х,у ,  z) =  В (х, у ,5)ехр [ А - •

•Фазовая скорость волны е>/р(£) зависит от продольной координаты z че­
рез «медленную» переменную £=ez, где е —малый параметр, характери­
зующий медленность изменения волновода. Комплексная амплитуда 
В(х,  у, £) определяется в виде формального ряда по степеням гг
(1) у , С) = В (0)+ 1 гВ{1)+  ( i e )2B (2)+ . ..

Для функций В (т) возникает рекуррентная последовательность дифферен­
циальных уравнений, которые могут быть решены явно, если известны 
нормальные волны регулярных волноводов сравнения [3 ]. Приложению 
теории [1] к задачам распространения звука посвящены работы [4, 5].

Недостатки метода работы [1] проявляются, когда поперечные разме­
ры волновода велики но сравнению с длиной волны. Дело в том, что раз­
ложение (1) должно описывать как амплитудные, так и фазовые искаже­
ния волн в нерегулярном волноводе. В коротковолновом случае, когда да­
же небольшие изменения геометрических параметров заметно меняют 
фазу волны, поправки 2?(1), В (2),.  . .  становятся велики и метод теряет 
свою эффективность. В этой ситуации более адекватным является вариант 
метода плавных возмущений [6 ], развитый в работе [7 ], который мы и 
будем использовать в настоящем исследовании, а именно будем искать 
нормальпые волны акустического волновода переменного сечения в виде

(2) a (x ,y ,z )  =  A ( x , y , & e x v [ - ! - W ( x , y , Z )  j ,

где вещественная амплитуда А и фаза ХР — ряды по степеням е2:
А ( х , у , 0 = А ^ + е 2А < " + . . . ,

Чг {х, у, S )= 4 '< 0)+ e 2'F (,,+ e 4'F <2>+

"1
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Физической интерпретацией решения (2) является гармоническая вол­
на частоты со, распространяющаяся с переменной амплитудой Л(х, у, £)*

и слабо искривленным фазовым фронтом —  4я (х, у, £) =  о )£.
О

Выбор «эйкопалыюй» формы решения (2) позволяет ослабить ограни­
чения на скорость изменения параметров волновода, возникающие в мето­
де работы [1 ], и получить результаты, согласующиеся с коротковолновой 
теорией [8, 9 ], исходящей из приближения геометрической акустики.

Пусть волновод представляет собой трубу переменного сечепия S (ez), 
ограниченную акустически мягкой стенкой G (ez). Величина е, обратно 
пропорциональная характерному продольному масштабу пеодпородпости 
волновода, считается малым параметром. Будем рассматривать распрост­
ранение гармопических звуковых колебаний с волновым числом к=ы/с. 
Напишем уравнение Гельмгольца в «растяпутой» системе координат* 
(*, У у ы )  •
(4) е2исс+ Д «+  /c2u =0 , (х, y )^ S {l )\
(5) w|g<;)=0
/ д 2 д2 \

=  ez, Д ==_^ 2  и будем искать его частные решения в виде (2 ).

Подставляя выражение (2) в уравнение (4) и разделяя действительную и 
мнимую части, получим систему уравнений для А и 'Г :

- (У \ Г )2Л + б2[Д Л + (*2- ^ с 2)Л ]+ 8 4Ли = 0 ,
(6)

2 У Л У Ч '+ 4 Д Ч '+ е г( 2 4 с¥ 1+ Л Ч '« ) = 0 .

/ д д \
Здесь V =  ( —  «поперечный» градиепт. Переходя при е-^0 к

\ох о у /
асимптотическим разложениям (3) и приравнивая нулю старший член в 
первом уравнении, мы придем к уравпению ( УЧ/,<0)) 2Л (0)=0. Для сущест­
вования нетривиального решения необходимо, чтобы фаза 4м0* (х, у, £) 
была фупкцией только переменной Вводя для пее обозначение

и разлагая левые части уравнений (6) по степеням е2, получим две цепоч­
ки рекуррентных уравнений для определения поправок к фазе Чг(т> и амп­
литуд А {т). Выпишем лишь тс из них, которые необходимы для построе­
ния Л(0> и 4м 0:

ДЛ(0)+  (кг—р2) А {0)=0,

(7 ) А Л ‘ ,>+(А :г - Р*М < '> = [2рЧ ^ сх,, +  ( У У <1>) 2]Л<0> - Л (*, =  0,

(8) Л(0,ДЧ^1, +  2УЛ(0>У гГ (,, +  2 М с0, +  ̂ (0,= 0 .
Для выполнения граничного условия (5) потребуем, чтобы амплитуды 
А Ы)(х , уу £) обращались в нуль на границе G(£) ,  а функции Ч/(т) (х, у , £) 
были регулярпы.

Обозначим через Я,Д5) и f/„ (x , уу £;) собственные числа и собственные 
функции задачи Дирихле:

A U + W = 0, (х, y ) ^ S ( l ) ;  G|G(t)=0.

Из формулы (7) видно, что ненулевое решепие Л(0)(х, у, £) существует 
только для
(9) р ( « —ГА*— л—1, 2, . . . .
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При этом, если собственное значение А,„(£) не вырождено (что мы и будем 
в дальнейшем предполагать) , функция А {<>) может отличаться от Un лишь 
множителем, зависящим от £. Чтобы найти нормировку А {0\ умножим 
уравнение (8) на А {0) и проинтегрируем по S (£ ), используя формулу Гри­
на и граничное условие A i0) |c<t)=0. В результате оказывается, что зави­
симость А {0) от переменной £ определяется тождеством

(10) р(1) JJ [А т (х, у, £) Ydxdy =  const,
S(C)

являющимся приближенной формой закона сохранения энергии.
Найдя Л (0)(£, у ,  £), мы можем использовать уравнение (8) для опре­

деления зависимости функции XF<1) от поперечных координат (х, у ) .  Не­
трудно показать, что регулярное решение уравнения (8 ), вырождающего­
ся па границе области 5 (£ ), определено с точностью до слагаемого, зави­
сящего только от £. Оно находится из требования, чтобы второе из 
уравнений (7) было разрешимо относительно A {i\ что возможно лишь при 
выполнении условия ортогональности (ср. [ 1 ] ) :

(И ) JJ [2pWtl> +  (V^¥(l)y ] ( A ^ ) 4 x d y  =  ^ А , [ 0>A^dxdy.
s(£> S(t>

Следующие члены рядов (3) могут быть найдены аналогично.
Рассмотрим теперь случай подобного изменения сечения волновода. 

Пусть переменное сечение волновода S('Q) получается из произвольной об­
ласти 2  с границей Г, заданной в плоскости (£, т)), линейным преобразо­
ванием

(12) * = X 0( t )+ S f l ( t ) ,  у - У в(5)+г,Й(С)
(сдвиг и растяжение). Покажем, что в этом случае амплитуда Л<0> и по­
правка к фазе ЧЛ1) могут быть найдены явпо. Положим

^ <0,(*,  У, t ) - « w (6, TJ, р ),

ч " ‘ Ч*. у . О - ^ Ч б ,  л, S),
где и*(|, ц) —iнормированная собственная функция задачи
. . д2и д2и
(13) i t ^+ t i + v“  =  0’ ( i - ,n )e S ; “ lr=o,ду]л *

соответствующая собственному значению v n. Согласно формулам (9) и
(12), ta (£)=V n /ff2(S), так что

/ > ( 1 ) = У ^ „ / Д 2(1),
а из формулы (10) следует

дг(с) ̂ const/д  (е)У7сГ).
Перейдем к определению ф(1)(|, т), 1 ). В переменных (|, tj) уравнение (8) 
приобретает вид

(14) ип(
г , ь < 1 )32ф
511

+
З у »
Зр2 )+2(

Згг„ , Згг„ З^'1
Зр Зр^1

+
д

=  2pR Г ( X /  +  |Д') dUn ............  - -  да+  ( Г /  +  р Д ')
3 1  ‘ ‘ '  Зр

Как легко видеть, оно имеет частное решение

(1 5 ) Ф. (1, г], 1) =/>Д  [ & Х . '+ р У . ' + ! ^ - ( Г + Р 2) Я '  ]

R

) -

» . ]  *
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регулярное по переменным (£, rj). Полагая i|)<t)=t|)l+ ? (| ,т]*5)» мы полу­
чим для функции q, которая также должна быть регулярной, однородное 
уравнение

(16) ч
д2д , дгд

+
д Г  дц-

) + 2 (
дип dq u дап dq

дг\ дх\ ) -
0.

Заменой й(|, rj, 5) = M„(t , л)?(1> Л. £) оно сводится к уравнению Гельм­
гольца

(17) W + ^ +VnS=0' (l>Tl)s2
с граничным условием и|г= 0 . Сравнивая его с уравнением (13), мы ви­
дим, что ц, &)=<?о(5)^п(^ц) и, следовательно, <?(£, ч. £ ) “ «»(£)■ Та­
ким образом, все регулярные решения (14) имеют вид

(18) i T ’ d ,  Т], £ )= * .(& , л, & )+9.(6) ■
Функция до (£) определяется интегрированием тождества

Хо'+|Д ' д , Г0'+ н Я ' д -------- +  —
R  дц дХ,• ■ ' ( О - Я  - ч - т г

д
)  Ь  ЙЦ -

^  я » . +
Yo’ + v R ’  д

R п R дц dt,

д \ 2
------- ) х

a t )

X —
RVp

возникающего при подстановке А {0) и XF (,) в (11).
Основным результатом здесь являются формулы (15), (18), показы­

вающие, что в волноводах с подобно меняющимся сечением фазовая по­
правка Чг<1)(х, у, £) квадратична по поперечным переменным. Это озна­
чает, что фазовые искажения сводятся в данном случае к слабому искрив­
лению и наклону фронта волны, причем угол наклона и радиус кривизны 
фазового фронта определяется лишь локальным наклоном стенок волно­
вода. Что касается слагаемого </0(£)» то оно, как и ЧГ(0)(^), имеет интег­
ральный характер, т. е. зависит от геометрии волновода на всем пути, 
пройденном волной.

Полученные результаты легко переносятся на случай акустического* 
волновода с жесткой стенкой, более интересный для практики. Укажем 
кратко изменения в выкладках, возникающие в этом случае. Пусть гра­
ница волновода G(£)  задается уравнениями

х=Х(а,Х) ,  y —Y (о, £),
где о —длина дуги в сечении £=const. Положим а = Х а, ч = Х аУ1—
—Y„XC (а 2+[}2= 1 ) .  Тогда нормаль v к границе сечения £=const имеет ком­
поненты v=({5, —a, 0 ), а нормаль к G(£)  в трехмерном пространстве 
(*. У, *)

п = М = -  - = = £ = - ,  - - ^ М .\ У1+еу  V l+ e V  V l + e Y '
В случае волновода с жесткой стенкой граничное условие (5) заме­

няется следующим:
ди

С(С)
= 0 .

дп
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Подставляя сюда выражение (3) и разделяя вещественную и мнимую 
части, получим для (х , y)<=G(^):

(р'¥х- а ' ¥ у + г 2ч'¥1)А = 0 ,

$Ax—a A y+ z 24At=0,

откуда следуют граничные условия для амплитуд и фазовых функций:

(19)

д А ы) 
" dv
QXp(m)

dv

л IIg(c>,
G(t)

G(t)

1Tf (m-i)
=  ~ 4 XPt  lG(C)-

Здесь m=0,  1, 2 , ,  Л ,_1)= 0 , 4r(~l)=0 .
Из формул (7) и (19) следует, что функция А {0) пропорциональна 

одной из собственных функций Un задачи Неймана

А6Ч-Лг/=0, (х , у) geS ( I ) ;
0U
dv

= 0
G(S)

'(если соответствующее собственное число А,„(£) не вырождено). Норми­
рующий множитель, зависящий от продольной координаты находится 
аналогично случаю волновода с мягкой стенкой и определяется соотно­
шением

JJ (2р А ^ + р ' А ^ А ^
«<£) G<0

dxdy-=p j   ̂(u4(0)) 2 do,

которое в силу тождества
d

Ж
j  J /  (г, %)dx dy =  j  J Д (r, £) dx dy +
S(S) «(£)

+  J (v ,R , ) П Щ а Л ) , Ш а
GU)

•сводится к формуле (10). Для определения фазы х¥ {1) (ху уу£) служат

уравнение (3) с граничным условием ----------. =  —п(ру вытекающим
dv G(t)

из формулы (19), и условие разрешимости второго из уравнений (7), ко­
торое формулируется следующим образом:

JJ [ 2 ^ 1)+ (У ^ (,)) 2] и (0>)2^йг/ =

J J 4 f  Л<°> dx dy -  J т4 0> A '"  da.

•sen

S(C) G(C)

Покажем, что в случае волновода с подобно меняющимся сечением фазо­
вая функция Т (1)(.г, у, £) сохраняет тот же вид (18), что и для волновода 
с мягкой степной (с точностью до слагаемого qQ( t ) ) -  Действительно, со­
гласно формуле (15),

~  [ 13i f * ■“ “ ■̂ ] r =pl[р { х ': п ю - « (Уо'+пД ') ] - =

= /К Т 0Хс- В Д = - - у /> .
Поэтому, если положить, как и прежде, W (,)=Ч / | (х, уу £) +Q (x ,  у, £ ) в  

Л» £)+?(£> то в силу формулы (19) нормальная производная
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dv 1
1  Г

~ ~ R n
— a

dq_
дц j  будет обращаться в нуль. Повторяя рас­

суждения п. 2, можно свести задачу определения g(g, ц, £) к уравнению
да

(17) с граничным условием
- dv

= 0  и показать, что q есть функция
только переменной £.

Найденные выше асимптотические решения (2) аналогичны нормаль­
ным волнам регулярного волновода. Они удовлетворяют уравнению Гельм­
гольца и граничному условию с точностью О (г2) и в рассматриваемом 
приближении распространяются независимо, если собственные числа 

п(£;) не вырождены и если граница G (£) обладает гладкостью в продоль­
ном направлении. На стыке двух гладких волноводов происходит транс­
формация мод, тем большая, чем больше углы излома. Ее можно рассчи­
тать, сшивая в переходном сечении поля, представленные суперпозицией 
частных решений (2 ). Если на практике необходимо устранить трансфор­
мацию волн, можно использовать фазовый корректор, который легко рас­
считать, зная фазу 4м 0 (я, у, £) [7].

Погрешность полученных формул проще всего оценить, рассматривая 
двумерную модель волновода [7 ]. В этом случае явпое решение уравне­
ний (7) показывает, что поправкой А {1) к амплитуде А {0) можно прене­
бречь (для волн старших номеров), если е2АД< 1. При этом изменения 
фазы волны в поперечном сечении, описывающиеся функцией Чг(1,=  
= 0 (е /сД ), могут быть велики. Этот результат близок к условиям примени­
мости метода плавных возмущений в теории рассеяния волн [10] (малость 
флуктуаций амплитуды при значительных флуктуациях фазы), однако 
аналогия является довольно поверхностной. Полученное приближенное 
выражение для нормальных волн

“ (*, У• 2)
const/ х

(20)
expШp d l +

+ f e Ь|>1 ( 1 .  Л . 5 )  +<7о ( ? )  ]  |  U n  ( 1 ,1 ] )

можно рассматривать как результат перенормировки разложения (1 )т 
снимающей жесткое ограничение z k R <  1, присущее методу [1]. Если же 
это условие выполнено, формула (20) согласуется с результатами рабо­
ты [1].
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