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Рассчитаны среднее поле, средняя плотность энергии и средний 
уровень поля плоской волны, рассеянной на одномерном случайно не­
однородном слое, на границе которого расположено препятствие. Пока­
зано, что распределения указанных величин по слою носят немонотон­
ный характер, что обусловлено интерференцией волн противоположных 
направлений.

В работе [1] была рассмотрена одномерная задача о рассеянии плоской 
монохроматической волны на слое, состоящем из цепочки дискретных слу­
чайных независимых рассеивателей с равномерно распределенными неза­
висимыми фазами коэффициентов отражения. В  частности, были найдены 
распределения по слою среднего поля и средней плотности энергии поля. 
Ниже рассмотрена сходная задача в предположении, что на конце слоя

Фиг. 1. Графическая схема задачи

находится зеркало с известным коэффициентом отражения V3. Способ ре­
шения такого рода задач изложен в работе [2]. Графическая схема зада­
чи приведена на фиг. 1, при этом волны различных направлений изобра­
жены стрелками, около которых проставлены значения или обозначения 
амплитуд этих волн. Части исходного рассеивающего слоя от начала до 
точки наблюдения и от последней до зеркала снабжены индексами 1 и 2. 
Этими же индексами мы будем снабжать все параметры соответственной 
части слоя, как-то: коэффициенты отражения слева V и справа V, про­
хождения D и т. п. Индекс 3 будет относиться к параметрам зеркала.

В силу линейности задачи искомое поле р, равное сумме нолей встреч­
ных волн а и 6, может быть выражено через коэффициенты прохождения 
и отражения слоев 1 и 2 и зеркала. Опуская элементарные алгебраиче­
ские выкладки (см. работу [2 ]), приведем их результат:

р = а + Ь  = — — + v r/, ___ —___
1 - F ,F 2X3 i - V tV2XS

где У2хз — коэффициент отражения от слоя 2, нагруженного на зеркало. 
В свою очередь этот коэффициент отражения тем же способом выража­
ется через параметры слоя 2 и зеркала формулой

( 2.1) Vг ху Vo + УзД 2

1 - ^ У з  ’
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которая для случая иепоглощающих рассеивателей, в основном рассма­
триваемого ниже, может быть преобразована к виду [2]:

( 2.2) F 2X3 =
У г + У г Р М

I + F / F 3ZVZV
В результате этой подготовительной работы искомое поле выражено 

через коэффициенты отражения и прохождения слоев 1 и 2 и зеркала, что 
завершает динамическую часть задачи. Следующий этап состоит в нахож­
дении статистических характеристик поля по известным статистическим 
характеристикам рассеивателей в исходном слое. В модели Газаряна
[1 ,2 ] и в диффузионном приближении для слабопеоднородной среды [3] 
слои 1 и 2 статистически независимы (для второй модели это означает 
пренебрежение рассеянием на масштабе неоднородности, что является ус­
ловием применимости диффузионного приближения), поэтому усреднение 
по их параметрам может проводиться последовательно. Далее, в обеих 
моделях фазы коэффициентов отражения от слоя независимы от коэффи­
циента прохождения и равномерно распределены па окружности, поэтому 
усреднение по любой из них сводится к интегрированию с весом 1/2я. За­
коны совместного распределения модуля и фазы коэффициента прохож­
дения слоя для исследуемых моделей получены в работах [2 ,3 ].

Для нахождения среднего поля внутри рассеивающего слоя усредним 
равенство (1) вначале по фазе коэффициента отражения Vt:

<P>V=D t( 1 +  ̂ 2X3).
Подставляя в полученное равенство выражение (2.1) и проводя сперва 
усреднение по фазам коэффициентов отражения слоя 2, а затем по пара­
метрам рассеивателей в обоих слоях согласпо [2], получим окончательное 
выражение для среднего поля в модели Газаряна 1

(3.1) <р>=</)0>^[1+7я<О о2>^]
и для слабопеоднородной среды

(3.2) <р>=ехр (Ш ,)[ 1 + F 3exp (2Ш 2)] .
Здесь D0 означает коэффициент прохождения одиночного рассеивателя, 
N — число рассеивателей, I — толщина слоя, k = —i lim In (Dq>N/1 — эффск-

N-+OQ

тивное волновое число для среднего поля, H =—i lim In <B02>iV/2/ — эффек-
/V-юо

тивное волновое число для среднего квадрата поля. Неравенство к ^ к  сле­
дует из неравенства <0>2:̂ < Ь 2>. Для слабонеоднородиой среды явные вы­
ражения для к и к могут быть получены при усреднении D и D2 с плотно­
стью распределения из работы [3] и в развернутой записи имеют вид

кс?
оо

k = k o + i—  f  dxexip(2ikQ\x\) [В ^ {х )— 2 В ^ {х )+ В рр(х) ] +  
8 J

— со

+  i
к(

оо

8
j  dx[B№(x )+ 2 B r,l,(x )+ B eP(x) ],

Тс=k + i —  J  dx[B w (x) + 2 £ p p ( ж )  + S PP ( я )  ].
CO

Здесь k0 — волновое число в невозмущенной среде, В|ар(#), Врр(х) 
и В ьр(.т) — соответственно автокорреляционные и взаимпо-корреляцион- 
ные функции флуктуаций сжимаемости (Ия) и плотности р(я) среды. От­
метим, что для слабонеоднородной среды результат (3.2) был получен
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ранее в работе [4] в отсутствие флуктуаций плотности. Отметим также, 
что, как это указывалось в работах [1 ,2 ], полученные выражения для 
среднего поля остаются справедливыми и для поглощающих рассеивате­
лей в силу независимости от коэффициента прохождения и равномерного 
распределения фаз коэффициентов отражения от слоя (в модели Газаряна 
это постулируется, а для слабонеоднородной среды с потерями доказыва­
ется в диффузионном приближении [5 ]).

Рассмотрим распределение осреднеппой по длине волны плотности 
энергии поля 3r= \ a \ 2+ \ b \ z. Аналогично формуле (1) получаем

( 4 )  ~  1 А 1 2 ( 1 - Н П х з 1 2).7 —г
II—F tF:2X3

2

Для абсолютно отражающего зеркала с произвольной фазой коэффи­
циента отражения |7 2ХЗ|= 1  и выражение (4) в удобных для последую­
щего усреднения параметрах т, <р и ф, связанных с коэффициентами от-

т  1
ражения и прохождения соотношениями F = th  —  e'9, D ----------

2 ch —
приобретает вид

,972= [ch T,-sh  т, cos (cpi+cp^xa) ]_1.

Возводя последнее равенство в степень ix и усредняя по фазе коэффи­
циента отражения от слоя 1, получим

<(д а Г ) - ,  =  ^  [Ch Тх -  sh Тх cos (фх +  Ф2ХЗ)1 “  =  % %  (ch Тх).

где — функция Якоби [6]. Проводя дальнейшее усреднение по
параметрам рассеивателей в слое 1 согласно [2], получим окончательное 
выражение для характеристической функции логарифма осредненной по 
длине волны плотности энергии поля:

(5.1) <ехр(й;1п^/2) >=<^>о,1ЧсЪ т0) >"*.

Отсюда видно, что только для предельного случая большого числа слабых 
рассеивателей, соответствующего случаю слабонеоднородной среды и рас­
смотренного в работах [7 ,8 ], искомая величина распределена нормально

(5.2) <ехр (м:1п,972)>=ехр [ —ix (—ix+ l)aZ i],

где предельный параметр этого закона выражается через введенные выше 
параметры к и к соотношением a = 2  Im {2к—Тс).

Отметим, что прием работы [2], состоящий в разложении искомых ве­
личин по функциям Якоби при последующем усреднении, позволяет по­
лучить замкнутые выражения для моментов осредненной по длине волны 
плотности энергии 3  для произвольного зеркала, однако получаемые вы­
ражения довольно громоздки и поэтому не приводятся.

Переходя к расчету средней плотности энергии поля, умножим равен­
ство (1) на комплексно-сопряженное и усредним по фазе коэффициента 
отражения Fj. В результате этого усредпения получим формулу

< и з>$,
D i  |2 (1 +  | F 2x .s |2) . о | £ i r R e F 2X3 
1 — | F i |2| 7 2x3 |2 +  1 - | ^ | 2 | 7 2ХЗ|2

В частном случае полпостью отражающего зеркала, изучавшемся в ра­
ботах [7 ,8 ] для слабопеодпородной среды, |F 2XS|= 1  и (6) упрощается:.

< IР 12^ф, — 2 +  2 Re 7 2Хз-
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Фиг. 2. Зависимость средней плотности энергии поля от местоположе­
ния точки наблюдения для непоглощающего зеркала (а) и ее мажоранта

для поглощающего зеркала (б)

Фиг. 3. Зависимости среднего уровня поля от расстояния до зеркала для 
пепоглощающего (а) и поглощающего (б) зеркал

После дальнейшего усреднения по фазе коэффициента отражения 
слоя 2 и по параметрам рассеивателей в слое 2 мы получим для модели 
Газаряна

(7.1) < |p |2> = 2 + 2 R e  [ 7 3<Z>o2>^]

и для диффузионного приближения для слабонеоднородной среды
(7.2) < \р \2> = 2 + 2  Re [ 7 3ехр (2Ш2)] .

Полученные выражения (7.1) и (7.2) показывают, что внутри рассеи­
вающего слоя средняя плотность энергии немонотонна, что связано с ин­
терференцией волн встречных направлений. На такую интерференцию 
явно указывает зависимость от фазы коэффициента отражения зеркала. 
Типичная картина распределения средней плотности энергии по слою изо­
бражена па фиг. 2, а. Неосциллирутощее слагаемое равно сумме плотно­
стей энергий встречных волн < |а |2+ |  Ь|2>, а огибающая осцилляций экс­
поненциально спадает с удалением от зеркала. Эти результаты для сла­
бонеоднородной среды были получены в работах [7, 8], при этом в работе
[8] интерференционное слагаемое для 7 3= + 1  приведено с ошибочным 
знаком.

Отметим, что подобная интерференция встречных волн была замечена 
ранее в задаче о поле точечного источника внутри рассеивающего слоя
[2]. Отметим также, что в отличие от формул (3) для среднего поля в 
формулы для средней плотности энергии совершенно не вошли параметры 
слоя, расположенного на пути волны до точки наблюдения. Приводимый 
ниже расчет показывает, что это справедливо только для |У3|= 1 .

Возвращаясь к общему случаю неполностью отражающего зеркала, 
перепишем формулу (6) в параметрах т, ф и ф:

(8) < Ы г>~ = г Г ____— -Т8Х?___Ч Р | <с- [ ch-rt +  chTsxg +
5Ь-С,ХЗС05У2ХЗ
сЬ тг -I- сЬ т2хз

Если бы фаза коэффициента отражения от зеркала была случайной 
и равномерно распределенной, то после усреднения по ней второе слагае­
мое в (8) обратилось в нуль; следовательно, средпее значепие первого 
слагаемого описывает монотонную часть средней плотности энергии, а 
второе — осциллирующую. Для получения явного вида этих зависимостей
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воспользуемся разложением искомой величины (правой части (8)) по 
функциям Якоби. В результате несложных преобразований (см. работу 
12]) и доследующего усреднения получаем окончательное выражение для 
средней плотности энергии в модели Газаряна:

(9.1) <1р12> =
••

=  J  dx
лх sh их 
ch2 лх

( н - Ц
\ 2 ix I

(ch т„) (ch т0) >'V=X
— СО

(ch t3)+ R e  ?  dx ЛХ Sh ПХ / 1 + Г Т - )  х
J  ch2 ях \ 2ix /
— оо

X < ^ o ? +iI(ch То) >"'<& '!Т Х (ch T.)e*,* > ŵ M +‘s (ch т3)е ” \
Сходное выражение получается и для слабонеоднородной среды либо 

путем усреднения равенства (8) с помощью закона распределения коэф­
фициента прохождения слоя из [3], либо путем соответственного предель­
ного перехода в формуле (9.1):

(9.2)
cha лх< 1 р Г > =  J d x  (1  +  & 0 .0 1*  ( с Ь т з ) Х2 ix /

— оо

X exp £ — ^хг +  — • j  alt— ^x2—2ix — —  j  a lzj  +

oo

+cos ( ф з + 2 ( И г )  J dx
лх sh лх / . . 3

clr nx
( l + ^  r f * *  ( c h T , ) X

2 ix /
— oo

X oxp .̂r2 +  — ) a ll— [ x 2—2ix — aZ2 j  ,

где предельные параметры (5 и у связаны с к и к соотношениями 
§=lim <ifo>WZ=Re к, ч=И т <(tp0—<i|>0>)2>W4Z=Im (к—к).

N -+  о* N - *  оо
Не останавливаясь на полном анализе выражений (9.1) и (9.2), про­

водимом методом перевала, ограничимся качественным рассмотрением. 
Как уже отмечалось выше, монотоппая часть средней плотности энергии, 
описываемая первыми интегралами в формулах (9.1) и (9.2), может быть 
получена путем дополнительного усреднения по фазе коэффициента отра­
жения от зеркала. Но это означает, что в таком случае мы возвращаемся 
к задаче работы [1]. Из приведенного рассуждения и из результатов ра­
боты [1] следует, что монотонная часть средней плотности энергии изо­
бражается частью «ступеньки» Газаряна, а именно: для зеркала, слабого 
по сравнению со слоем, прорисовывается почти вся картипа «ступеньки», 
в обратном случае — только левая часть «ступеньки», ближайшая к ис­
точнику.

Несложно оценить соотношение амплитуд осцилляций в начале и кон­
це рассеивающего слоя. Для этого усредним второе слагаемое в форму­
ле (6) после подстановки F t=(), Z ),= 1, F2X3 = F ,X2X3, в итоге получим

А иач=  шах 21 <У1Х*хз> I = 2 |<jDjx2> 11 V*\.
V3

Усредняя то же слагаемое после подстановки F 2= 0 , D2= 1 , F ,= F 1X2, по­
лучим

Лон= max 2 | (  |7i| , ) |
'is

ш



Полагая в знаменателе последнего выражения |F 3|= 1  и учитывая изве­
стное неравенство |<Z)2> | « | Z > | 2> < 1 , приходим к неравенству Лаач<А«>н. 
Можно показать, что при преобладающем рассеянии вперед [3] амплиту­
да осцилляций монотонно убывает с удалением от зеркала.

Приведем еще оценку для средней плотности энергии, получаемую 
мажорированием правой части формулы (6) в результате подстановки 
в знаменатель | Т̂2хз | =  1 при последующем усреднении:

(10) < |р |2> < 1 + <  | ^2xs|2>+2 Re [F 3<Z)02>^a].

Полученная оценка показывает, что кривая средней плотности энергии 
расположена строго ниже кривой, задаваемой правой частью форму­
лы (10) и изображенной для не очень сильно рассеивающего слоя на 
фиг. 2, б. На этой фигуре представлена зависимость средней плотности 
энергии от толщины слоя 2 в отсутствие рассеивателей в слое 1. Из при­
веденной оценки следует, что увеличение силы слоя 1 приводит к умень­
шению средней плотности энергии при фиксированной силе слоя 2.

Перейдем теперь к расчету другой характеристики поля внутри рас­
сеивающего слоя — комплексной фазы поля Ч' = —i In p = S —ix, где S  — 
фаза, а % — уровень поля. Логарифмируя равепство (1), получаем

( И )  Ч г = — П п Z ) j— П п  ( 1 + У 2ХЗ) + П п  ( 1 — F i F a x s ) .

При усреднении (11) по третье слагаемое обращается в нуль. Для 
усреднения первого слагаемого воспользуемся законом композиции рас­
сеивателей в форме D ix2 = DiD2/ l —ViV2 [2] и усреднением по фазе ф, по­
сле логарифмирования этого закона. В результате индукции по числу рас­
сеивателей в первом слое получаем <lnD,>=/Vi <inD0>. Для усреднения 
второго слагаемого в формуле (11) преобразуем его в ряд по функциям 
Якоби, используя тейлоровское разложение логарифма и явный вид функ-

(
X \

—th —  J  [6]..

Усредняя получившееся разложение согласно работе [2], получим выра­
жение для средней фазы в модели Газаряна

оо
(12.1) < 4 0 = —iiV/ln Д ,>+г^Р ( (ch T0)e2i"'t“>Nj

пn=l

и после предельного перехода для слабонеоднородной среды
So

( 12.2) < 4 0 —a li+ i
(—F s) ”

n
Qx^[2i^l2n—̂ l2n2].

n—i

Здесь возникшие после предельного перехода параметры а, (} и ^ связаны
с к  и к  соотношениями: й = 2 к — Тс, p = p = R e  к , у = 2  Im к .

Интересно отметить, что в выражение для среднего уровня (и для сред­
ней фазы) поля вклады препятствий до и после точки наблюдения входят 
аддитивно. Слой 1, находящийся между источником и точкой наблюде­
ния, дает линейный по толщине вклад в средний уровень. Слой 2, распо­
ложенный между точкой наблюдения и зеркалом, дает для уровня немо­
нотонную зависимость от своей толщины, похожую на зависимость от дли­
ны трубы уровня поля в узкой трубе с заглушкой на копце. Такие устрой­
ства применяются для определения коэффициента отражения от заглуш­
ки интерференционным методом. Действительно, при т0= 0 , я|>0=<*фо>, что 
соответствует однородному слою 2, мнимая часть второго слагаемого в 
формуле (12.1) описывает уровень в стоячей волне, при этом по положе­
ниям экстремумов можно определить фазу коэффициента отражения, а по 
значениям уровня в них — модуль. Типичная картина подобной завпеимо-
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•сти уровня приведена на фиг. 3, а. Наличие рассеивателей в слое 2 при­
водит к модуляции этой простой интерференционной картины монотонно 
опадающей с удалением от зеркала функцией, не изменяя существенно се 
характера. Типичная картина получаемой зависимости среднего уровня от 
толщины слоя 2 приведена на фиг. 3, б.

Отметим, что в отсутствие зеркала средний уровень и средняя фаза 
поля спадают линейно с удалением от источника. Изложенный выше спо­
соб расчета, основанный на независимости от коэффициента прохождения 
и равномерном распределении фаз коэффициентов отражения от слоя, ос­
тается справедливым и для случая падения плоской волны на рассеиваю­
щий слой с потерями, а также для случая точечного источника в рассеи­
вающем поглощающем слое. В  этих случаях коэффициент спадания сред­
него уровня равен сумме коэффициента спадания среднего уровня в не­
поглощающей среде, обусловленного обратным рассеянием, и коэффици­
ента спадания уровня в однородной среде с потерями, т. е. имеет место 
аддитивность вкладов в средний уровень эффектов, связанных с потерями 
к обратным рассеянием. Для случая падения плоской волны на рассеива­
ющий слой с потерями этот результат был получен ранее более сложным 
методом, использующим уравнение Эйнштейна — Фоккера — Планка для 
плотности распределения параметров слабон^однородпого слоя со слабыми 
потерями [5].

В заключение автор благодарит В. И. Кляцкина за предоставленную 
возможность ознакомления с материалами его доклада на семинаре
С. М. Рытова, которые легли в основу работы [7] и послужили поводом 
для написания данпой работы.
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