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ОБОБЩЕННАЯ ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ НОРМАЛЬНЫХ МОД 
КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТЫХ ПЬЕЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ

2». А . К а с а т к и н
Получены соотношения обобщенной ортогональности нормальных мод 

колебаний по толщине преобразователя в виде пьезопластины с систе­
мой пассивных слоев. Соотношения применены для решения задачи 
Коши и родственных задач по отысканию импульсных и переходных ха­
рактеристик' пьезопреобразователя.

При анализе переходных процессов в пьезопреобразователе достаточно 
универсален подход, изложенный в работе [1] па примере односторонне 
нагруженного пьезопреобразователя в виде пластины, совершающей коле­
бания по толщине. Суть подхода сводится к представлению импульсной 
характеристики пьезопреобразователя в виде разложения в ряд по собст­
венным функциям некоторого несамосонряженного оператора, соответст­
вующего заданным краевым условиям.

В настоящей работе рассматривается более сложный случай слоистого 
преобразователя, в котором между пьезопластиной и рабочей средой поме­
щена система пассивных слоев.

Пусть известны толщина пьезопластины 2Z, занимающей область 
х = { —111}} плотность р, модуль упругости Сд3 прн постоянном поле £, 
пьезопостоянпая e33l диэлектрическая проницаемость при постоянной де­
формации е33 материала пьезопластины, проводимость Уэ электрической 
нагрузки, подключенной к пьезопластине, толщина d2 пассивного слоя, 
занимающего область х = {1 ) 12} у плотность р2 и скорость звука с2 в слое, 
волновые сопротивления Z~, Z3 акустических нагрузок на гранях х = —1, 
х=12 преобразователя.

Сама граничная задача записывается следующим образом:
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где £ — смещение в упругой волне, Ф  — электрическая индукция, S  — пло­
щадь ньезопластины, с=1/С33/р — скорость звука в материале пьезонла- 
стииы.

Для приведения задачи (1) к операторному виду введем, как это сде­
лано в работе [1], многомерные векторы и(,), и(2). такие, что дифферен­
циальные операторы, записанные относительно компонент векторов, не 
содержат второй производной по времени, а граничные условия не содер­
жат первой производной по времени:
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Основные уравнения граничной задачи (1) относительно введенных 
векторов принимают вид

L (l)uil)= 0 , x = { - l yl)y 

Ь(!,» (2>=  0, х = { Щ ,

где у операторов L (1), L (2) отличны от нуля компоненты
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В качестве конкретного примера электрической нагрузки пьезопла- 
стины рассмотрим параллельно включенные резистор R3 и индуктивность 
La, которые определяют два безразмерных параметра т д и Q: т ^ =  
=  (LaCn(o„2) " ,/2, (?=йаСо3Сп, где Ca= e 33S/2l, <*>а=лс/21.

Если мы теперь запишем решение задачи (1) в виде колебаний с ча­
стотой <о: и(ху t)=a(x )exp (iX ti)y L=(oZ/c, то придем к задаче Штурма — 
Лиувилля:

Mu=XNuy
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А  (*> т/Г С1) _  <*) П Г7-//7x t= —l, ui — Fpiij —а  и2 = 0 , a ~ = Z  /Z,

f (4) Va l1;, — Vp^3 = ^ i  , u2 = u 2 ,<»> <2) ( 1)  ( 2 )

* i  =  ± l , я  ^  o) , (*) , 2 (? {1)— /723<?iZ,0 +ЦИ + ------- Ui2 = 0 ,
£ л  rtu

X i= l2/l, ц,<2)+азИ2(2,= 0 ,  a  3= Z 3/Z, 
где M ,N  — квазидиагональные матрицы с элементами

M i? =  м [ i> =  М<? =  M<i> =  М '”  =  МЙ> =  0, Affil =  L&> для
остальных i, А,

=  MV =  М ? =  MV =  MV =  MV/ V F  =  Ь MV =  0 для
остальных i y А,

г. Му) =  Mfi — О, М $  =  Lik Для остальных i, А,

дг<“> =  I Л?*? =  i, Л/S’ =  0 для остальных г, А.

Сопряженной с (3) будет задача вида 
(4) Mu=\xNVy
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где сопряженные операторы M, N  удовлетворяют соотношениям типа
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ведения, определенные в областях т = { —1, 1}, т = {1 ,  Z2/Z} соответственно, 
у’ — величина комплексно-сопряженная с */, а компоненты сопряженных 
операторов связаны соотношениями .М*=Л/<АТ(—.1)я, N ih= N ikry (здесь iVr — 
эрмитовосопряженная матрица, п — порядок дифференциального операто­
ра, стоящего в выражении для элемента Mih) .

Используя определение сопряженных операторов (5) и основные урав­
нения, получим соотношения обобщенной ортогональности в форме

(6) a n- | i m*)[(iV<1,u<1), *< % + (*< «»< *> , i>(2,) , J e 0,
причем спектры сопряженных операторов комплексно-сопряжены
(К  =  [1п).

Ниже приводится структура обобщенных векторов u„, v„ и соотноше­
ния между ними, которые однозначно определяются из решения однород­
ных задач (3), (4):
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(остальные компоненты вектора выражаются через первые три по опре­
делению) ,
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(остальные компоненты вектора v не участвуют в соотношениях обобщен­
ной ортогональности (6)).

Спектр собственных частот преобразователя определяется уравнением 
(8) PiAo+GiA^O,
где
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С учетом приведенных выше структурных формул соотношения обобщен­
ной ортогональности (6) можно записать в форме
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где

и . =
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взз

E  dx, /  =
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I q Ef oCOn̂ n-
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Величины Umy Im представляют собой нормированные напряжение на 
пьезопластине и ток, протекающий через нее, при данной моде колебаний.

Рассмотрим теперь задачу Коши для двухслойного преобразователя, 
начальное состояние которого определено заданием распределений по 
толщине пьезопластины упругих напряжений 1п=д^/дх и колебательной

. 1 ч *
скорости/21 — напряжения на пьезоиластине U, тока, протекаю­

щего через нее, / ,  распределений по толщине пассивного слоя упругих
„ , ЯгСг „ . 1  д£2

напряжении /12 =  —— —— и колебательной скорости /22 = ------- ■ .
Zc дх с dt

Пусть искомое решение представлено разложением

(10) u==X j

причем ит = и т{1) при х = { —1,1} и ит = и т {2) при x = { l j 2}. Полагая в (10) 
l= 0  и применяя соотношения обобщенной ортогональности, получаем 
искомые коэффициенты разложения:

 ̂ 1 (и it/i
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Zc ( 2 )Н,„ -

п I
т.л 2г Х в ь

п т J  ]  Z2c2 1+р 21(1 +lkn
Zc Ао2 d

Как было показано в работе [1], к задаче Коши сводятся задачи на 
отыскание переходной и импульсной характеристик преобразователя, 
которые играют фундаментальную роль в описании переходных процессов.

Будем понимать под переходной (импульсной) характеристикой слои­
стого преобразователя в режиме излучения зависимость от времени зву­
кового давления на излучающей грани преобразователя в случае, когда 
напряжение электрического возбуждающего генератора описывается еди­
ничной функцией (дельта-функцией).

Следуя [1] и с учетом соотношений (И) ,  можно записать общее вы­
ражение для переходной h(l) и импульсной g(t) характеристик двухслой­
ного преобразователя:

_  pi Фп Я / &  \
n D  Ikn —  A zn S in  I M n  ~ r ~  I (p2n I ,

O n  P m  2  \  l  /

gn

Процедура обобщения основпых соотношений (6), (11), (12) может 
быть продолжепа на любое число пассивных слоев.

Рассмотрим для примера трехслойный преобразователь, в котором 
область х = { —1,1} занята пьезопластиной, область x = { l h l2} — слоем с па-
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раметрами d2, р2, с2, а область х =  {Z2, U) — слоем с параметрами d3l р3, с3, 
нагруженным па полупространство с параметрами р4, с4.

Соотношения обобщенной ортогональности (6) записываются следую­
щим образом:

( N U ) U n \  V m ) i + ( N m U ^ \  v ^ ) ) 2 + ( N < 3 ) u „ \  i/m3 ,) s = 0 ,

где < > = ^ = 0 ,  N n - t — N i? = i ,

а скалярное произведение, помеченное индексом 3, определяется обычным 
образом интегралом по области х = {1 2, 13}.

Вид уравнения собственных частот (8) здесь сохраняется, однако для 
входного импеданца а ,+ получаются следующие обобщенные выражения:

«21
1—а /У 2з
1 + а 22У23 ’

а 21—«31
V 2 3 -------------- —  ,

« 2 1  ' «3 1
а 31= а з ,

1-Дз2Уз4 
1 + ^ 3 4  ’

а3= е - 2Ш'\

При рассмотрении задачи Коши для трехслойного преобразователя его 
начальное состояние определяется заданием упругих напряжений /„ , /12, 
/,з и колебательной скорости /21, /22, /23 по всей толщине преобразователя, 
напряжения на пьезопластине U и тока /, протекающего через нее. Фор­
мула (11) при этом заменяется следующей:

1 Ф *2
Т В п= 1+P i----
2 Рт

[ я2 nGin / W  \
—  mjQ-tkn 1+ й м —  ) +  
4 2pirx \ п т 31

+
Zc А,2

[
d, dsA3:

1+Р 21 l  Z2c2 Z3c3
j , и,<3> = А гА3 sin [X3 (x —l j l ) +<рз ],

cos[X3 (ж,—£ Л )+ф 3], А 3=У В 3г+2>3\

S 3=sin X3—Хс/ c3.

В формуле (12) для переходной и импульсной характеристик следует
положить

я
2

АгпА3п sin gn—hniX„.
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Таким образом, развитый в работе [ 1 ] подход применим к анализу 
переходных процессов колебательных систем достаточно общего вида, если 
их рассматривать в рамках одномерной теории колебаний по толщине.
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