
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

Т о м  XXV 1 9 7 9 В  ы  п.  5

УДК 534.83

Ф А К Т О Р И З А Ц И Я  З В У К О В О Г О  П О Л Я  С  П О М О Щ Ь Ю  Д В У Х  

К О Н Ц Е Н Т Р И Ч Е С К И Х  С Ф Е Р И Ч Е С К И Х  П Р И Е М Н Ы Х

П О В Е Р Х Н О С Т Е Й

С . И . Коняев, В . И . Лебедев, М .В .Ф едорю к  £ ;

Рассмотрена задача о нахождении сферических гармоник звукового 
поля по известным его значениям на двух концептричоских сферах. 
Вычислены 25 начальных коэффициентов Фурье плоской волны по ее 
значениям в дискретном наборе точек, расположенных па сферах.

Пусть в пространстве, заполненном однородной и изотропной жид­
костью или газом, распространяется звуковое поле р(х) = р ~ (х )+ р  { (х ) , 
x = ( x t, xZl xs). Поле р *(х ) (соответственно р~(х)) создано источниками, 
расположенными, для определенности, вне (внутри) некоторой замкну­
той поверхности S. Задача стационарная, зависимость от времени дается 
фактором e~iQX. В ряде работ [1, 2] рассмотрена задача о факторизации 
полного поля р (х ). Именно, по измеренным на S  значениям полного поля

д
р (я) и его нормальной производной —  р (х ) требуется восстановить зна-

дп
чсиия полей р± (х) в тех областях, где нет источников звука (т. е. найти

р+(я) внутри S  и р~(х) вне S ) . Ответ 
дается формулой Грина [1, 2]. В  рабо­
те [3] задача о факторизации полного 
поля была поставлена и решена в сле­
дующем варианте: значения полного 
поля известны на двух замкнутых по­
верхностях S I, S 2 (5, лежит внутри S 2). 
Было показано, что для решения за­
дачи о факторизации необходимо ре­
шить вспомогательную задачу Ди­
рихле

( 1 )  (A + /c 2) u ( * ) = 0 ;  х=Я>\

u {x )\Bl= p {x ) ,  u(x) I * —р(ж),

где 3 ) — слой, заключенный между по- 
Фиг. 1. Приемные поверхности — две верхностями *S, и S 2.

концентрические сферы SUS, В настоящей работе в качестве
приемных поверхностей выбраны две 

концентрические сферы £,, S 2 (фиг. 1) радиусов R u R 2 (Д ,< й 2). В  этом 
случае задача о факторизации полного поля решается точно. Исследован 
также дискретный вариант: па каждой из сфер S u S 2 располагается по 
А = 4 2  точечных монопольных приемника, и но их измерениям вычислены 
первые 52 коэффициентов Фурье полей р*  (х) .
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В шаровом слое 3 ): R t<  | х | < R Z имеем
с о

(2) JP* (я?) =» Л ,  (as) Ч>1* (*у) У  (в ,  ф).
/—о т = — 1

Здесь pin* — постоянные,

ФI ( * ) = У  Ф г ( 0 = У  ̂  я ,% (*)

и Ffm — сферические функции:

V  /А \ nW | COSm(P.Г г т ( 0 , ф )  =  Р г ( c o s  0 )  X  -t
lsin|w&Iq>, т <  0.

Поле р+(:г) разлагается в ряд по функциям т|>*+ (Ат), пе имеющим особен­
ностей внутри сферы S u поле р~(х) — по функциям фГ(Ат), удовлетворяю­
щим условиям излучения на бесконечности.

По измеренным на S u S 2 значениям полного поля можно найти ко­
эффициенты ры*, что и решает задачу о факторизации полного поля. Из 
ортогональности сферических функций следует, что
(3) />1т+ф|+ (кЩ +РыГЪГ (Щ ) =a,J,
где /= 1 , 2, и

2я я
(4) a j  =  Jdcp jd 0  s in 0 r ,m(0, <р)р(Д,1)Х||У, J - \

О о

Здесь £=(sin0cos<p, sin 0 sin <р, cosG) — точка на единичной сфере

l l v  ||2 2 л ( 1 + б о ш )  ( И * М ) 1

2Z+1 (1 - \т \ ) \  ‘
При фиксированных Z, тп соотношение (3) дает систему из двух урав­

нений с двумя неизвестными ргп̂  с определителем

^ + (Ай,) ypr(kRi) 
ypi+ (kR2) *ф,“ (йД2) 

который можно также написать в виде

я  * +•/*(A/?t) N[+4t(kRi)

(5) A i(*)  =

ЛД/с) =
2Й ГЛ А  'Ji+%(kR2) Nl+,l3(kR2)

Множество всех вещественных корней {А*3}  уравнений Д/(А:) = 0 , Z= 
= 0 , 1 , 2 , . . . ,  совпадает со спектром задачи на собственные значения

( Д + А 2) v  ( х )  = 0 ,  R i < r < R 2,

» U e » U —о,

что следует из общей теории [3]. Наименьшее собственное значение

A0=n/tfe, h =sR 2—

частоты (di3= c k le — критические для данной приемной системы, так как 
при G)=<D*oe нельзя по измерениям полного поля на сферах S u S 2 найти 
коэффициенты p£m, —10̂ т ^ 1 0.

В дальнейшем будем предполагать, что частота о  ниже первой крити­
ческой частоты (Оо̂ сгсс/Л приемной системы. Решая систему (4), получаем
(6) Р(т+= Д г 1[я1тЧ г(*Л 2)-а (т 2фГ(/еД1) ],

р,т~= А Г ' [ а,т2\j)i+ (kR,) —atm% + (к Щ ].
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По формулам (2), (6) можно найти значения поля р+(х) внутри сферы 
S x и значения поля р~{х) вне сферы S 2. Тем самым задача о факториза­
ции полного поля решена.

Перейдем к дискретной модели. Пусть на сферах S u S 2 расположено 
но N монопольных точечных приемников, которые предполагаются аку­
стически прозрачными. Поставим задачу о приближенном восстановлении 
нескольких первых коэффициентов Фурье д * (#).

Как уже отмечалось в работе [4], при решении подобного рода задач 
следует располагать приемники на сферах в узлах наилучшей из извест­
ных в настоящее время квадратурной формулы для интегрирования но 
сфере. Такие формулы известны, например, для N =12, 20, 32, 42, 86, 302. 
Мы выбрали N = 42 (по этой квадратурной формуле точно интегрируются 
по сфере первые 102 сферических гармоник), расчеты проведены па 
БЭСМ-6. В качестве внешнего поля взята плоская волна р {х) = е ~ ,kr cos 
так что р+ (х) =лр (х )1 0 и коэффициенты Фурье известпы точно:

О ) Plm ^бот, Plm ==0.
Были вычислены значения Д/т* при и при всех соответствен­

ных допустимых значениях т .  Тем самым были вычислены первые 10г 
коэффициентов Фурье. Эти приближенные значения сравнены с точными. 
Были вычислены приближенные значения полей

Р *  (а) =  у 1, У '1 P im ^^ik r) F„»(0,cp)
i = 0 m= — l

и по этим данным определены ошибки дискретной аппроксимации

p+ ( x ) - p i+ {x)
(8) AB+ (x )= -2 0 1 g х внутри S,

р+(х)
Дд- ( х ) = —20 lg | р4_ (ж) |, х впе S.

Данные задачи таковы. Радиус i?2= 1, радиус R, принимает значения

# i =  l - 4 ’
1 -

8
1 -

1 6 ’

где А — длина волны. Волновое число к изменяется в пределах 
0,2л</>:г̂ 2л, т. е. К А /Й ^ Ю . Вычисления проведены с шагом 0,1л по к. 
При этом волновая плотность (введенная в работе [4]) системы прием­
ника на сфере S 2

Р г : N2R2 ' : N
изменяется в пределах 1,83^рш<  12,19. Значения полей р±(х) вычислены 
•с шагом 0,02 иа четырех лучах с направляющими векторами:

Zi=(0; 0; 1), 2̂= (1,732; 1; 3,464),

Z3= ( l ;  0 ; 0 ) ,  Z *= (l; 1 ; - 3 )
при О ^г^З. Поля и ошибки дискретной аппроксимации внутри слоя 
^ ( Л ^ г ^ Д г )  не вычислялись. Графики ошибок Ад± (ж) даны на 
фиг. 2, 3.

Приведем некоторые из полученных численных результатов и их ана­
лиз. Были составлены таблицы относительных погрешпостей коэффициен­
тов Фурье

а<о+ =
Plo+-plo+ 

Pl +
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Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Графики у=Ая+ (х) при \х\<\, ?/=Дд“ (я) при \x \> i для 7?i= /? 2—А./4. Ошиб­
ки Дд± (а:) пычпслены в направлении 1\. Сплошная кривая для к=2п, рш=  1,828, штри­

ховая кривая для &=л, рш=3,656
Фиг. 3. Графики тех же величин, что и на фиг. 2, для R i= R z- X f 16 с теми же зна­

чениями к

где р 1о+ — приближенные значения коэффициентов pio+. Ниже приведена 
выдержка одной из этих таблиц при R = 1—А-/4; в l-м столбце располага­
ются величины а * / .

Апализ таблицы показывает следующее.
1. При 1=5 относительные ошибки а 5о+ велики во всем диапазоне час­

тот и при всех значениях Ri они имеют порядок 25—70%.
2. При 1=4 ошибки а 40+ имеют порядок 10% и более при 1,4 я, т. е. 

при рш<2,6 .
Тем не менее ошибки Дд± (2:) при вычислении поля оказываются малы­

ми во всем диапазоне частот, что объясняется быстрым убыванием членов 
рядов (2). Пусть Д_ (R+) — расстояние от центра сфер такое, что при 
0 (соответствеппо при r > R +) ошибки Ад*(я) не превосходят 15 дБ. 
Анализ расчетов показывает следующее.

3. При R i= R 2—h/4 во всем рассматриваемом диапазоне частот и по 
всем направлениям имеем Д+^1,02.

* Р
1

я
0 1 2 3 4

2л 1,83 1,90-10-3 
3,53-10-3

4,74-10-2 5,07* Ют2 7,82-10“ 2 3,20-10-1
1,6л 2,29 3,58-10“ 3 7,43-10“ 3 4,2Ы 0-2 1,32-10“ 1
1,2л 3,05 1,07-10-4 2,27-10-* 1,59-10—3 7,78-Ю"3 4,72-10-2
л 3,66 1,41 10-8 6,73-10-5 3,97-10“ 4 2,90- 10-а 2,82-10-2

0,6л 6,09 9,85-IQ-8 6,75-10-7 1,13*10“ 5 2,80-10“ 4 | 8,36-10 -3
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4. По направлениям 1г, U, U имеем R - ^ R t при всех к, кроме &=2я 
(т. е. X=R2). Несколько хуже ведет себя ошибка Дд+(#) по направлению 

1и но и в этом случае при всех к имеем jR -<V *R 2.
5. Ошибки Д~(3) (на концах лучей) во всем диапазоне частот имеют 

порядок не менее 23 дБ, ошибки Д+ (0) (в центре) — порядок не менее 
29 дБ.
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