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ДИФРАКЦИЯ НА КЛИНЕ С ИСКРИВЛЕННЫМИ ГРАНЯМИ

В. A. ho ровиков

Рассмотрена двумерная задача о дифракции звука на клине с ис­
кривленными гранями (т. е. на криволипейной поверхности с изломом).
Для расчета поля вблизи кромки использован метод локального разло­
жения, что в принципе позволяет найти все члены лучевого разложения 
краевой волны. Приведены явные выражения для первых двух членов 
этого разложения, а также для первых двух членов разложения поля 
вблизи границ тени (полутеневого разложения) и для коэффициентов 
возбуждепия распространяющихся вблизи граней волн соскальзывания 
и волн шепчущей галереи.

Рассмотрим двумерную задачу о дифракции падающего поля

( о ипоя_Е  ( к ) А п
е*й«пад

на поверхности S  с изломом, т. е. на «клине» с криволинейными гранями 
(фиг. 1). На 5  поставим краевое условие Дирихле или Неймана, на кром­

ке О — условия регулярности (условия Майкснера). Рассматривается ко­
ротковолновая асимптотика решения, т. е. предполагается, что /с> 1 .

Решение рассматриваемой задачи состоит из нескольких слагаемых: 
из геометро-акустического решения (т. е. суммы падающей и отраженных 
волн, умноженных па множители, равные единице в области распростра­
нения соответственной волны и нулю в области тени для этой волны); из 
расходящейся из кромки О цилиндрической краевой волны, компенсирую­
щей разрывы геометро-акустического решения; из многократных переот- 
ражений краевой волны и из возбужденной ею волны шепчущей галереи, 
распространяющихся вблизи вогнутых граней 5, а также из волн соскаль­
зывания, возбуждаемых краевой волной вблизи выпуклых граней S. Есте­
ственно возникают следующие проблемы:

а) Определить лучевое разложение краевой волны.
б) Найти асимптотику поля в переходных зонах — окрестностях гра­

ниц тени для падающей и отраженных волн.
в) Найти коэффициенты возбуждения воли соскальзывания и волн 

шепчущей галереи, распространяющихся вдоль граней 5.
Главный член лучевого разложения краевой волны был постулирован 

Келлером в его работах (см., например, [1—2]) по геометрической теории 
дифракции; он совпадает с главным членом лучевого разложения краевой 
волны, возбуждаемой при падении на «касательный» клин S ' плоской вол­
ны с теми же амплитудой и направлением распространения, которые имеет 
в кромке О падающее поле (1). Это означает, в частности, что первый член 
.лучевого разложения краевой волны не зависит от кривизн граней в О.

Зависящий от этих кривизн второй член лучевого разложения краевой 
волны был найден в работах [3, 4]. Однако метод, использованный в этих 
работах, не позволяет найти последующие члены лучевого разложения.

Лучевое разложение краевой волны неприменимо в зонах полутени, 
т. е. вблизи границ тени для падающей и отраженных воли. Выражения
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для поля в области полутени были предложены в работах [5, 6 ]. Вблизи* 
границы тени для отраженной волны, например, решение и имеет вид; 
($1ф= 5 паД( 0 ) +/' — эйконал краевой волны):

(2 )  U  — и Иад_ЬМотр^, (^ /с (5к р “ 5отр) )  +  у "уТ" j  /пб'А'.

Здесь цотр — волна, возникающая при отражении первичного поля (1) от* 
поверхности ЛОЛ", полученной гладким продолжением облученной гра­
ни АО за вершину О, и строящаяся посредством обычных алгоритмов лу­
чевого метода (см., например, [7 ] ) ,F ($ )  — интеграл Френеля;

Знак радикала У&(sKP—sorр) выбирается положительным в области, облу­
ченной отраженной волной, и отрицательным в тени; поскольку sKp—sorp. 
неотрицательно и имеет на границе тени нуль второго порядка, определен­
ный таким образом аргумент интеграла Френеля оказывается регулярной 
функцией координат.

Найденный в работе [ 6 ] первый член / 0 асимптотического разложения
V i / i \ п+,/*

поправки и '=  2 ^  j  /пе'Лвкррегулярен в окрестности границы тени.

Можно ожидать, что регулярны все /п; эта гипотеза доказана в работе [5] 
для задачи дифракции на произвольном гладком отверстии в плоском экра­
не. Ниже будут приведены явные формулы для / 0 и Д.

Аналогичное формуле (2) выражение справедливо в окрестности гра­
ницы теин для падающей волны.

Как показано в работах [8 , 9], при дифракции на искривленной полу­
плоскости краевая волна кромки О возбуждает вблизи полуплоскости те 
же (в главном члене асимптотики и с точностью до найденного в [9] по­
стоянного множителя) волны шепчущей галереи и волны соскальзывания,, 
которые возбуждаются источником, расположенным соответственно на вог­
нутой или выпуклой поверхности. Ниже получены аналогичные результа­
ты для произвольной поверхности с изломом.

Настоящая работа является обобщением работ [8 , 9]. Как и в этих 
работах, основная идея здесь — вычисление локального разложения поляг 
вблизи кромки О, т. е. вычисление поля в «растянутых» координатах 
о=кг , ср : и=21 к~пип(о, ф) (впервые аналогичные координаты были введе­
ны в работе [ 1 0 ] для решения задачи дифракции на отверстии в плоском 
экране). Функции и„(а, ф) удовлетворяют рекуррентной системе краевых 
задач для уравнения Гельмгольца (До+ 1 )и п= 0 . В работах [8 ,9 ] эти зада­
чи решаются методом парных интегральных уравнений; мы используем 
аппарат интеграла Зоммерфельда. Сравнивая при о ~ к ч\  /—к~ъ получаю­
щиеся разложения с обычным лучевым разложением краевой волны 
(вдали от S  и от границ тени); с полутеневым разложением (2) в окрест­
ности границы тени для отраженной волны и аналогичным разложением 
для падающей волны и, наконец, с выражениями для волны шепчущей 
галереи и волны соскальзывания вблизи 5, мы получаем начальные дан­
ные для построения решения вдали от кромки О [11].

Перейдем к построению локального разложения. Все выкладки будут 
проводиться для граничного условия н |5 = 0 ; далее мы укажем, как изме­
нятся полученные результаты для условия ди\дп\8 = 0 .

Грани S  в полярных координатах г, ф зададим уравнениями ф=ф,(/*) =

=  - ~ + 0 ( г 2) и ф=ф 2 ( г ) = Ф - - Ь -  +  0 (г 2), где Ф — раствор касательпо-
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го клина S '; p l9 p2 — кривизны граней в вершине О (р > 0  для вогнутой 
грани и р < 0  для выпуклой грани). Введем локальные координаты о=Ат,

<р—<р, (/*)
*\)=Ф ----—----- -— . При малых г

ф2 (г)-ср.(г)
, 1 Л / „  (р !+р 2)я|)-р,Ф (р .+р 2)ср-р1Ф ,

a|)=cp-hT5 + 0 (r2), q = ------- —-------- ■ = -------— -------- +  О (г).
2Ф 2Ф

dU
Обозначим через U, ----» и ср0 значения в кромке О первичного поля, его

а 1

производной вдоль волнового фронта О'0 0 "  (в направлении, показанном 
стрелкой на фиг. 1 ) и направления, из которого пришло первичное поле; 
через Но обозначим решение задачи о дифракции первичного поля на ка­
сательном клине S '. Будем предполагать, что фо^О, Ф —л, л, Ф. Искомое 
решение и запишем в форме u =u 0+ v } где подлежащая определению функ­
ция v удовлетворяет уравнению Гельмгольца и принимает на S  значения

оо

—и0. Будем искать v=v(k , а, я̂ ) в видei>= i|>), а для вычисле-
П— 1

пня vn(o, i|)) напишем в аналогичной форме граничные условия и опера­
тор Гельмгольца:

(4)
оо

V | ^ = о ,Ф —  iio  I >t=o.«T> к  ;iW(j ( о ,  I ^=о,Ф »

w«i

(5)

где

^  / д д \
л = д

£ „ =  1  +
д-

L\—q

до2 

д2

М — 0

14-__1
а до
а д ,

+  — —  -+*
а

1  д-

о(1> д \|г

Очевидно, ип принимают при т|)=0, Ф значения —ио” 1 и удовлетворяют

уравнению
П - |

1 ‘0Vn=  ^  ̂  Z-JpUn—
р- 1

р, т. с. для vn получается последовательность

граничных задач в угловой области 0 < ф < Ф ; 0 < а < ° ° .
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Найдем функцию v%. Определяя —u{J } и представляя vL в виде суммы 
двух слагаемых, каждое из которых принимает ненулевые значения лишь 
на одной из граней клина, получаем

(6 ) * i  (о, ф) = £ / [pi*n (а, ф, ср0) +р **и  (о, Ф —ф, Ф—(ро) ],

где Vn — решение уравнения £ 0* ц = 0 , принимающее значения

* 1 1  (о, Ф,фо) = 0 ,

(7) *11 (ст, О, фо) = —  Г —
4л I J d(р(

се - i o  с us а/ /+ (a, cp0)d a =

J n+ioo

- s b J
—  10 СО» (Га

л  — г е о
ЙСр(

Здесь Я *  (а, р) =  -^-|^ctg-— -(a -p )± c tg ^ - (a - l-p )  j  -  ядро Зоммерфельда;

контур ^ состоит из двух петель и показан на фиг. 2 ; yu( z ) = l  при z> 0  и 
X (z)s O при z < 0. Используя результаты работы [12] для решения гранич­
ной задачи (7), имеем

(8) *и =

(9)

<Эф<9ф<

!  n+ic°
Г—  f e-iocosaR ( a ) d a -  
L 2 л JX — ioo

-г'х(л-ф-ср„)
e x p  (—ia c o s  (ф + с р о ))

sin <p0

i

] ■

R (a ) = Я  (a, ф, (p0) =  - I 7 - j Я + (а, р -ф )Я + (р,сро)-1^— +
/ я  /, a s in  p2 ni

H+ (а -ф , epo) 
sin (a —ip)

— i <x>

Легко проверить непосредственной выкладкой, что vn удовлетворяет урав­
нению L o *,i=0  и граничным условиям (7).

Аналогично строятся последующие приближения t>2, * 3, . . . ,  vn, . . .  
Приближение порядка /г выражается формулой, аналогичной выражению

(8 ), где R — п-кратпый интеграл от комбинаций функций II+. При Ф =
п

этот интеграл легко преобразуется в интеграл от алгебраических функций.
Ограничиваясь первым приближением, т. е. главным членом поправки, 

возникающей из-за искривления граней, заменяя в аргументе vix угол \\т 
на ф и оценивая погрешность получающегося приближения, имеем

(1 0 ) и (к, о, ср) = v 0 (к, о, ср) +  р,г;„ (а, <р, ср0) +
А*

+ р 2*и (о , Ф—ф, Ф-фо) ] + 0 ( а 3Аг2р2).

Здесь p=m ax (pi, рг), *ц  имеет вид (8 ) ,  а v0 — локальное разложение ре­
шения задачи дифракции первичного поля (1) на касательном клине S ' :

= - f
2 ni J

* 0
ia 00s a VII- (oi-l-cp, (pc) [ 1  +

o c o sa + io 2 sin a
2  At паи ]d a +
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+ Lr
2 n i '  т

a u  о
e - f 008 tt '  i-°- .8 in a / /+ (a+cp, cp0) da+O  ~  j ,

иод

где гаад — радиус кривизны фронта первичной волны в кромке О. Инте­
гральное слагаемое и внеиитегральный член в (8 ) описывают соответст­
венно возникающие в результате искривления грани <р= 0  поправки к крае­
вой волне и к волне, отраженной от этой грани.

Область применимости приближения (10) определяется условием:. 
о3Аг2р2< 1 , т. е. г< к ~ ър~2/\  Эта область перекрывается с областью коротко­
волновой асимптотики Ат» 1, т. е. о » 1 . Сравнивая в зоне перекрытия ло­
кальное разложение ( 1 0 ) с выражениями для коротковолновой асимптоти­
ки решения, мы находим условия, необходимые для однозначного опреде­
ления функций, задающих эту асимптотику.

Рассмотрим, например, неравномерную асимптотику краевой волны. 
Как н для любой цилиндрической волны, эта асимптотика имеет вид [7 ]:

( 12)
У - Ь ш + { £ )  I  - т л "'(ф) _ т , ; <ф>]

+ (т ) '^ ш 'к’<гч]’
где функции /0 (ф) и /,(ф ) подлежат определению. Сравнивая это выраже­
ние с асимптотикой ( 1 0 ) при (для чего интегралы в формулах (8 )
и ( 1 1 ) следует вычислить методом стационарной фазы), получим

(13) и1{р=и«р +  (  — ) -^=.eihrG (ср, (р0) + 0  (AfVj) .
' к * Уг

Здесь и кр — краевая волна, возникающая при дифракции первичного* 
поля на касательном клине. Ее лучевое разложение задается функция­
ми [13]

\ 1 / \ и  зФ(ф,фа)_1_зг/з/)(ф,фо)
( 1 4 )  . / о( ф ) = Т О ( ф , Ф о) ;  / .  ( ф ) = — ^------------ — —  +  -77-------- — -------,

2Гиад Эфо2 0 1  О С р о

где D (ф. ф0) =  У  -^-(Я+ (—л+ф, ф0) — # +  (л+ф, ф0) ) — коэффициент ди­

фракции. Функция С(ф, ф0) представляет собой главный член асимптоти­
ки поправки к краевой волне, обусловленной искривлением граней:

(15)
U д2

G (ф, ф0) =  - = -------- [piR (я, ф, ф0) + р 2R (л, Ф -ф , Ф-фо) ],
У 2 л  Зф Зф о

где Д (а, ф, ф0) имеет вид (9). Функцию й (л , ф, ф0) легко написать в виде,, 
симметричном относительно углов падения и наблюдения ф0 и ф; для этого-

надо перевести интегрирование па прямую Re =  —  (см. [3, 4 ]) :

Л  00

(16) R (я, ф, ф0) =  —  J Н+ — * 1 .ф о )  Я + ( ^ -  +  * 1 ,ф )
\  d l

ch |
+

— 'Х5

Я +(я-фо, ф), - X V -  х » .  Т <  / Я  \ Я +(я-ф ,ф о) / Я  \ 
+ ------------ * * - * ( т - * ) +  S in ip  * [ " * ) ■•S in  ф о
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Функция II (л, ф, фо) — аналитическая функция ср, ф0. При ф или ф0, пере­
секающих значение я /2 , полюс подынтегрального выражения в формуле
(16) пересекает контур интегрирования; возникающий в результате раз­
рыв интеграла компенсируется впеиитегральными слагаемыми. При 
•Ф =2я интеграл (16) вычисляется в элементарных функциях [3,4] :

Я (я , ф, фо) 1 ф=2л
1 _______

2n(cOS ф + C O S  ф о )

Для искривленной полуплоскости р2= —Pi. Отсюда следует

ф  +  ф о  
Т.( г

д2

(18) G{ <р, Ф „ )  =  - ^ г
4У2я 9фЗф( • Ф  . фо sm —  sin

2 2  J
Это выражение согласуется с результатами работы [8 ]; аналогичная 
формула в работе [14] содержит опечатки.

Рассмотрим, где расположены полюсы функции Я (я, ф, ф0), описываю­
щей влияние на краевую волну искривления грани ф =0. Как следует из 
работ [5 ,6 ], вычеты коэффициентов-лучевого разложения краевой волны 
па границах тени для падающей и отраженной волн определяются разры­
вами на этих границах геометро-акустического решения.

Если фо>я, то искривляемая грань не облучается первичным полем и 
геометро-акустическое решение не зависит от кривизны этой грани. По­
этому при ф0> я  функция Я (я, ф, фо) должна быть регулярной функцией ф 
при всех ф: 0 < ф < Ф . Если же ф0< я ,  то возникает волна, отраженная от 
грани ф = 0 ; искривление этой грани, изменяя расходимость лучей отра­
женной волны, меняет ее амплитуду, и тем самым сказывается на вели­
чине разрыва геометро-акустического решения на границе тени ф = я —ф0 

для отраженной волны. Поэтому при ф0< я  функция Я (я ,ф , ф0) должна 
иметь единственный полюс — при ф = я —ф0. Непосредственное вычисление 
полюсов Я (я, ф, ф0) по формуле (16) подтверждает справедливость этих 
рассуждений.

Неравномерная асимптотика ( 1 2 ) — (16) краевой волны неприменима 
вблизи границы тени для падающей и отраженных волн, т. е. в переход­
ных зонах, где кривая волна компенсирует разрывы геометро-акустиче­
ского решения. Формальная причина неприменимости этой асимптотики 
заключается в том, что при ф, близких к этим границам, полюсы внеэкс- 
поненциальных множителей в формулах (8 ) и ( 1 1 ) оказываются вблизи 
стационарных точек, и при вычислении асимптотики уже нельзя пользо­
ваться методом стационарной фазы.

Поле вблизи границ тени выражается, как было замечено выше, через 
интеграл Френеля. Рассмотрим, например, окрестность границы тени 
Ф = я —ф0 для волны, отраженной от грани ф =0. Как показано в работе
[5], существует асимптотическое решение волнового уравнения, имеющее 
при ф, близких к я —ф0, вид

(19) &отр= &от)>Я(Ук (б‘К)> 50Тр)) wne1bftK!'>
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где wn удовлетворяют неоднородной системе уравнений переноса и стре­
мятся к нулю при 0 как У г. Будем искать поле при <р~я—ф0 в виде

и ипа д_Ь u,q тр -Ь в ihr

( 20)

H ~ Y  g ”  ̂  ~  (ф) )  +  д г  (ф) ] + 0  (fc_Vi) -

где g0 и £i подлежат определению. Чтобы их найти, сравним при а —У А:,. 
r~k'~4i асимптотику ( 2 0 ) с асимптотикой локального разложения ( 1 0 ).

Для этого положим в формуле (20) г =  —  и перепишем получающееся
к

выражение с точностью О (/с-2). Вычисляя, например, интеграл Френеля 
^(У*(«кр-5отР) ) ? имеем

ksilp= k s naa (О) + k r= k suajL(0 ) +о ;

ks0 7P= k s uan (О) —о cos (ф—фо) +
2  кг.

sin2 (ф+фо),
ОТ|)

где г01|) — радиус кривизны фронта отраженной волны в кромке О; соглас­

но работе [15], rOTp=ruaH+2p,/sm ср0. Далее,

У к (si;p £0тр) =У2о cos —— + с ъ ——
У2 кг

X
отр

Xsin
ф+ 3 !_со8 ф + ф! _0 ( № ,)

и, поскольку JF '( | )  =  -= - e x p i |2,
У т

F (1 k {sKt- s „ p) ) = F  (V2o cos +

o4‘ sin2
Ср+фо ф + ф (
— -— cos— -—

- | - ^ « f t (S K p -S O T p ) 4-0(о5/гЛг2).
У2 ni /с/’отр

С другой стороны, рассмотрим асимптотику выражения (10) при ф, близ­
ких к я —ф0 и о~У к> 1. При ее вычислении приходится рассматривать, 
интегралы, в которых полюс подынтегрального выражения близок к ста­
ционарной точке; как известно (см., например, [16]), такие интегралы 
сводятся к интегралу Френеля. В частности,

а  Лcos —  а агео

___  Г g i s  c o s  а

2 ni J— I ю

(21)
2 { з Ы т ~ * п т )

—е1’ coa TF  (- У 2 *  sin-^-) + e u coe Tx (- 'f)-

Чтобы доказать эту формулу, достаточно перейти к независимой пере­

менной о =2sin  — , и воспользоваться леммой 3.1 из работы [16], стр. 356.
2
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Найдем асимптотику уа (о, <р, ф0) при ф, близких к л —ф0. Согласно 
•формуле (8 ),

vtl(o, ф , ф о )  =
&'■

5фЗф,

^ loo

[ 2 “  J e i o  t o s  “ й ( а + я ,  ф ,  ф о ) й а -
— г<х>

g i o  COS(ф+ф0)

- г х (я - ф - ф „ ) -----:-------- .
Sin  Сро J

Из формулы (9) видно, что при <р, близких к я-<р0, функция Я (а + я )  
имеет полюс в близкой к нулю точке а=ф +ср0- я  с вычетом, равным 
l/sincpo. Выделяя этот полюс, напишем:

а
C0ST

й ( а + л , ф ,  сро) =

2 в1Пфо ^si
а  . ф + ф 0 — я

sm —— sm ----------
2 2 )

+ Л 1(а + я ,ф 1 ф0),
где й ,( а + я )  уже регулярна при малых ос. Отсюда для ип получаем вы­
ражение

— "  а
fee Г.ПЙ -

1 I
д'г

Уц=
Зфйф(

о c o s  а

2 я  *— I се
2 sin ф0 ^si

а  . ф + ф 0 — я
s m  — — s m ---- - - - - - - - - -

2 2 )
+ / ? ,  ( С С + Я ,  ф ,  ф о ) d a —

д :

Зф9ф0

s m  сро
е to  cos(ip+<p0) /  __х ( я - ф - ф „ )

ie-io COHV+Mf ^ V 2 o c o s
ф  +  ф (

)
sm фо

+  ] /  1 T — R 1 ( п - ф .  ф о )  + 0  ( ° _ V i )’ 2 яо
Аналогично вычисляется асимптотика заданной формулой ( 1 1 ) функции 
и о- Сравнивая вычисленную таким образом асимптотику решения (10) 
с локальным разложением поля (2 0 ) и вычисляя из получающегося соотно­
шения #о(ф) и (ф), мы придем к формуле (2 ) для равномерной асимп­
тотики решения вблизи границы тени ф = я —ф0 для отраженной волны, 
в которой /о (г, ф) и /i(r, ф) регулярны при ф ~ я —ф0 и задаются выраже­
ниями

и  (г, ф )  =  Ц= D ( ф ,  ф о )  Н---- ■ В,‘ — - ;
1 /* 2 1  Я  ( $ к р  £<>тр)

/ i ( ; .  ф )  =  ± Г -  U  ^ 2- ° ( Ф ‘ ( Р о )  , dU dD {ф , ф „ )

(22)
V r  L  2 г л а д <9ф<

U
д \  дц!<

U
} -

-  [ D „ "  ( ф ,  ф о )  +  —  D ( ф ,  ф о )  1 +  - = z r  G ( ф ,  ф о )  -  
2 r h L 4 J У г

B 0eik8naR(O) В leikSnan̂0)

4 У я ( . 9 к р *?отр )  ’ * 2 У я  ( $ к р  & > т р )

*832



а Во. Bi — коэффициенты лучевого разложения отраженной волны: 

■ * * - £ . ( ■ £ )  Bn6'hwp-
Укажем простой способ вывода соотношений (22) для /0, / j. Неравно­

мерная асимптотика полного поля при ф, близких к я —<р0, имеет вид
(23) М=Ипад+ИотрХ (я-ф -ф о) +  И1ф,
где асимптотика волны икр задана формулами (13) —(15). Очевидно, если 
зафиксировать в формуле ( 2 ) положение точки наблюдения и положить
А-»оо, то, заменяя интеграл Френеля /?(УА($1ф—s0Tp))  его асимптотикой 
при y&(sKP—5 ОТр) -► оо, а функцию иотр — ее лучевым разложением, мы по­
лучим выражение, совпадающее с формулой (23). Сравнивая в получаю-

i
щемся равенстве коэффициенты при одинаковых степенях у компонен­

ты с фазой eikr, мы получим формулы (2 2 ).
В окрестности границы тени ф = я + ф 0 падающей волны поле имеет вид

(24) и=  Ипад^(У*(5кр~5пад))+е,Йг̂  f i+ 0 (k 4t) j ,

где /о и задаются формулой ( 2 2 ), в которой следует $отр заменить на 
5 пад, а коэффициенты В0, В у лучевого разложения отраженной волны — па 
коэффициенты А0, А, лучевого разложения (1) падающей волны.

Все приведенные выше результаты нетрудно перенести на случай гра­
да I

ничного условия — - = 0 . В частности, остаются справедливыми форму-
дп I 8

лы (2), (22) и (24) для равномерной асимптотики и формула (13) для 
неравномерной асимптотики поля. Отличие заключается лишь в том, что 
в формуле ( 1 1 ) и в выражении для коэффициента дифракции Д(ф, фо) 
следует вместо Я+(ф, ф 0)  брать Я_(ф!,ф0), а вместо Я_(ф, ф0) — Я + (ф, ф0), 
а в выражении (15) для обусловленной искривлением граней поправки 
б(ф , ф0) к краевой волне оператор д2/дфдф0 следует заменить на

1  / д 2 дг \
------( И------ +  .------) (см. [3, 4]) ,  т. е. положить:

2  \ дет2 дсDn2 /

(15а)

дф2 д(р0

G {ф, фо) = ---- = -  (1 +
2 У2 я  \ дф2

+
д2

дф<
) [р,Я(я,ф,ф„) +

4-р2й (я , ф -ф , Ф-фо) ].
Найдем амплитуды волн соскальзывания и волн шепчущей галереи, 

возбужденных краевой волной кромки О. Будем для определенности рас­
сматривать поле вблизи грани ф =0. Введем, следуя работе (9), коорди­
наты Z, d, где d — длина перпендикуляра, опущенного из точки наблюде­
ния на грань *ф=0, а I — расстояние вдоль этой грани от кромки О до 
основания этого перпендикуляра. Положим n =kdy б= k l; будем считать 
п < б. Поскольку грань i|>=0 находится вдали от границ тени для падающей 
и отраженных волн (так как фо̂ 0 , я ) , для краевой волны применима (при 
6 » 1 ) неравномерная асимптотика. Л так как при г| ) = 0  в силу граничного

условия ми,,= 0 , а для вычисления— — можно воспользоваться формулами
дф

2

(13), (14), мы имеем ( t = y - + °  ( | г ) )  :

(25) Икр= ,Ф
дцвр(б ,0 )

дф
[ 1 + 0 № + 0 ( i _ ) ] ,
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/Ч/

где

c , A eJ . , [ 1 + 0 W + 0 ( ± ) ] .
Уб

д
C i=U  Уi ——  D (*ф, сро) U =o.

С другой стороны, волна шепчущей галереи (мы предположим, что 
грань т| ) = 0  вогнута), возбуждаемая расположенным на стенке источником, 
имеет при п < б следующий вид (см. [17], формула (5.10)):

(26) и =
C2k'h eib Y Р (О) | / / ^ | <х> е хр

3/-7Г
2 n f 2 sг 2Jti i

o o e x p  J

v  (t — v) __ Wi (t — v) 
У ( 0  u>2 ( 0

ejv' d*,

где C2 = l ;  и>,(£;), h>2(£), *>(£) =  («^ (Б )—» * ( £ ) ) -функции Э й ри -Ф ока

(ем., например, [17], дополнение 1); р (I) — кривизна стенки в точке I;

v = V 2  к-'Ыр% ( у )  ; 7 = 2 - 4 - ’" J р!" [ \ ) d b =
О

б
= 2 - Н - V * ( ° ) б  ( ! + 0 ( | - ) )  .

Как показано в работе [9], при приведенной длине ^ < 1  (т. е. при 
6 <& г/1) интеграл (26) можно написать в форме

со

(27) и = С г
*

2 я б
J ех № + р П Н 1 + 0 (ч )Ж ,

ооехр[—г ( я + е )  1

где |х=тгУ2 /б, 0 < е < л / 2  и контур интегрирования проходит ниже точки 
5 = 0 . Легко показать, однако, что

00

J exp[i£+|xV£;]d£=—Уяцехр +
с о е х р [ - а (я + в ) ]

Поэтому из формулы (27) следует

Щеia 
У  2 К ( 7

где о=Угс2+ 6 2 и i p ~ —----введенные в п. 2  локальные координаты.
... о
Таким образом, при г|)<1 и ^ < 1 , т. е. а</с2/з, поле волны шепчущей гале­

реи совпадает с полем от источника, расположенного на границе полу­
плоскости. Если положить теперь

(28) Фв) U_e.
к аф

т. е. взять в качестве отношение вблизи стенки диаграмм поля краевой 
волны (25) и поля (26) от расположенного на гладкой поверхности 
источника, то в главпом члене асимптотики поле краевой волны (25) 
будет совпадать с волной шепчущей галереи (26) при о~къ, а потому и 
при всех с > к 7,\



Если грань ф = 0  выпукла, то вдоль нее распространяется волна со­
скальзывания, поле которой представляется в виде интеграла, отличаю­
щегося от интеграла (26) внеэкспоненциальным множителем под знаком

Г v (t-v )  и? 2 (t v) 1  _  _ _ wt(t-v )
интегрирования: вместо | ---------^  j  надо орать - -  —— .

Однако асимптотика получающегося интеграла при ^ < 1 , как показано 
в работе [9], по-прежнему имеет вид (27), откуда следует, что коэффи­
циент возбуждения волны соскальзывания на выпуклой грани oj) = 0  имеет 
вид (28).

Поясним физический смысл полученного результата. Область к ’ < о <  

< к ц\  т. е. к ~ 'ь < г < к ~ ъ ,  является, как видно из рассуждений [9],  ближней 
зоной для волн соскальзывания и шепчущей галереи; в этой области на 
поле еще не сказывается (в главном члене асимптотики) искривление 
границы, и поле от расположенного на границе источника совпадает 
с полем от источника, расположенного на границе полуплоскости.

В  то же время эта область является дальней зоной для поля краевой 
волны (поскольку в ней о >  1 ), и поэтому поле краевой волны совпадает 
в ней (в главном члене асимптотики и с точностью до постоянного мно­
жителя) с полем от источника, расположенного на границе полуплоскости. 
Иными словами, нри к ъ < с < к ъ  эти два поля пеотличимы (в указаппом 
приближении), откуда и следует, что краевая волна возбуждает те же 
волны соскальзывания и волны шепчущей галереи, что и источник на 
гладкой искривленной поверхности.
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