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ДИФРАКЦИЯ ЗВУКА В СРЕДЕ С ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ
ВОЛНОВОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Демидов В . П .

Рассмотрена двумерная задача о распространении и возбуждении 
упругих волн в среде, в которой сечение волновой поверхности плоско­
стью, нормальной к излучателю, есть эллипс. Получено точное решение, 
которое сравнивается с формулами для дифракционного интеграла Рэ­
лея — Зомхмерфельда в анизотропной среде. Обсуждена возможность ап­
проксимации дугой эллипса реальной кривой сечения волновой поверх­
ности продольных волы плоскостью симметрии в ииобате лития и 
плоскостью, перпендикулярной кристаллографической оси симметрии 
второго порядка в кварце. Приведены угловые зависимости параметров 
аппроксимирующего эллипса.
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При рассмотрении дифракционных эффектов в анизотропной среде 
параболическое приближение [1—4] является единственным известным 
методом аналитического исследования дифракции. В работе [2] показано, 
что предложенная [1] аппроксимация фазовой скорости параболой вбли­
зи осей высокой симметрии (выше второго порядка) позволяет получить 
обратную групповую скорость также в виде параболы и, следовательно, 
выразить в квадратурах дифракционный интеграл Рэлея — Зоммерфельда. 
В работе [3] на основе параболической аппроксимации была решена за­
дача о фокусировке звука в анизотропной среде, а в работе [4] найдено 
решение для ноля излучателя с произвольной функцией источника.

Недостатком параболического приближения является, во-первых, то,, 
что такой подход может быть использован только в узких интервалах 
углов вблизи направлений высокой симметрии, причем величина данных 
интервалов для конкретных материалов неизвестна; во-вторых, выражение 
для дифракционного интеграла в анизотропной среде получено в работах 
[2, 3J но аналогии со случаем изотропной среды, а не на основе точного 
решения. Поэтому при расчете конкретных устройств с анизотропным 
звукопроводом обычно ограничиваются только качественными выводами,, 
а точный расчет проводят численными методами [5—7].

Представляется перспективным аппроксимировать сечение реальной 
волновой поверхности плоскостью не параболой, а эллипсом, поскольку, 
во-первых, аппроксимация замкнутой кривой (эллипсом) позволяет ожи­
дать более широких пределов применимости, чем в случае аппроксимации 
незамкнутой кривой (параболой); во-вторых, в некоторых случаях сечение 
волновой поверхности является точным эллипсом [8]; в-третьих, в среде 
с эллиптической волновой поверхностью можно получить точное решение 
задачи о дифракционном поле излучателя, которое позволит оценить спра­
ведливость ранее полученных результатов.

Цель данной работы — построение применимой к расчету конкретных 
устройств эллиптической аппроксимации анизотропии и определение пре­
делов применимости данной аппроксимации для часто используемых ма­
териалов.
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Рассмотрим сначала дифракционное поле излучателя в виде бесконеч­
ной полосы шириной £, расположенной на плоскости X Y  кристалла па­
раллельно оси Y. Для простоты будем считать, что плоскость XZ  есть 
плоскость симметрии кристалла, и рассмотрим волпу, волновой вектор ко­
торой к  лежит в плоскости XZ, а смещение и направлено по оси Y. Пред­
положим, что кривая групповой скорости есть эллипс, большая полуось 
которого а совпадает с осью координат Z т. е. в выбранной системе коор­
динат двумерный тензор тт„=Я2тп2 {т = п= 1,3) [8], где ^ - п р и в е д е н ­
ный тензор модулей упругости. Тогда уравнение кривой групповой ско­
рости в плоскости XZ  можно записать в виде

где а2 и Ь2— главные значения тензора т. В выбранной системе координат 
получаем следующее уравнение для упругой волны частоты со:

Ь2
дги
IhF

а6
дги
~д7

+  о)2и=0.

Если изменить масштаб но оси Z, то в новых координатах х '= х , z'=zbja 
получим

< 2 )  w + w + * - “ “ ° -

где /с,=со/&, а масштаб по нормали к излучателю увеличен в а/Ь раз.
Для определения дифракционного поля указанного излучателя тре­

буется дополнить уравнение (2) граничными условиями:
( , m Г 0 при z '= 0 , *e=[-L/2,L/2],
КХ' } \ U 0(x') при * '=0, х&[—Ы2,Ы2].

и

Используя функцию Грина для уравнения Гельмгольца с данными гранич­
ными условиями [9], запишем решение уравнения (2):

где 7/i(1) (г) — функция Ханкеля первого рода первого порядка, a R '=
=У {х'—X q) 2+ ( z ' ) 2. С помощью (1) величину можно преобразовать
следующим образом:

СО Irlcos ф 

Уф

где г — радиус-вектор от точки источника х0 к точке наблюдения, уф=  
=УфПф — фазовая скорость волны, групповая скорость которой направлена 
по г, <р — угол между г и уф. Из формул (3) и (4) получим для даль­
ней зоны

exp(ik-r) bzdxQ 
VFr Va2( x - x 0)2+b2z2 ’

Выражение (5) дает точпое решение поставленной задачи и позволяет 
уточнить обычно используемые формулы (например, формулу (2) в рабо­
те [2] или формулу (1) в работе [3]) — в знаменателе дифракционного 
интеграла Рэлея — Зоммерфельда для анизотропной среды следует вместо 
| к | • | г | использовать скалярное произведение к-г.
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Фиг. 1. Полосовой излучатель на среде с эллипти­
ческой волновой поверхностью

Полученная формула (5) приводит задачу о дифракционном ноле излу­
чателя с произвольной функцией источника к случаю изотропной сре­
ды [4]. Рассмотрим в качестве примера источник с однородным воз­
буждением:

Uq{x)= U q 7,
О

при
при
при

\х \<Ы 2у 
\х\=Ы2, 
\х \>Ь/  2.

В приближении Кирхгофа получаем из (5) для данной функции источни­
ка при z '>  | х—Хо | :

и (х, z) = Uо ехр(2ли'£)
туI

i  +  L/2 \  
V zb*/2а2 )

( x - L / 2  \ 1  
V у  zb*/2а* ) '

г
где F(z) =  Jexp(wti/2/2)dy, а знак «шляпка» означает нормировку на дли-

о
ну волны звука по направлению нормали к  излучателю, х=х/Хи £=z/Xb 
L=L/Xl, Xi=2na/(i>. При z '> x0 из (5) следует

( ? )
хЬи(х  Z ) ~  UoL ехр {2niz) sin с

i У  zb*/a* \ zb*/a*
где sinc(z)=sin(nz)/(jiz). Из полученных выражений (6), (7) видно, что 
распределение смещения и(х , z) описывается теми же зависимостями, что 
и в изотропной среде или в среде с параболическим характером анизотро­
пии [4], с той лишь разницей, что вместо масштабного множителя! | 1+ч| ,  
где ^ — параметр параболичности, входит величина Ь2/аг.

Пусть теперь главные оси тензора х не совпадают с координатными 
осями, связанными со звукопроводом (фиг. 1); ось а эллипса групповой 
скорости образует с осью Z  угол 0ЭЛ.. Точное решение задачи в данном 
случае можно получить, проводя в (5) соответствующее преобразование 
координат, однако для того, чтобы был ясен физический смысл, мы прове­
1 0 0



дем преобразование величины к-г. Используя (1), запишем уравнение 
эллипса групповой скорости (фиг. 1) в виде

•s (0) =  ■ -------Ь
У 1—е2 cos2 (0+Оал)

где е — эксцентриситет эллипса. Тогда

(8,  .

Введем косоугольные координаты 

(9) z,=z, Xi=x+zigQa,

cos 0 э;1 —
X  X q

siii 0Э Л  ^

г

где

(Ю)
е2 sin 0ЭЛ cos 0ЭЛ

0«=arctg —-— j - — -----
1—е sin2 0эл

есть угол между Z и направлением на точку А , через которую проходит 
касательная к эллипсу, параллельная оси X , т. е. 0Л — угол отклонения от 
оси Z  групповой скорости волны, фазовая скорость которой направлена 
по оси Z.

Подставляя формулы (9) и (10) в (8), приведем выражение для к-г 
к виду

к г  =
(OVz

аЪ V • V ‘
Zi2+  ( X i - X o  ) 2,

где vz — фазовая скорость вдоль оси Z.
Выражение для к-г и формула (5) позволяют получить решение дву­

мерной задачи о дифракционном поле источника с заданной функцией 
источника £/<,(#), произвольно расположенного в плоскости симметрии или 
в плоскости, перпендикулярпой оси симметрии четного порядка. Напри­
мер, рассматривая случай однородного возбуждения, получим в даль­
ней зоне

и (х, z) =
л

UoL exp (2niz)
V W j v ?  ~

sine (x H- z l-g 6Л) L
za-bVvt

где знак «шляпка» опять означает нормировку на длину волны звука 
вдоль оси Z.

Заканчивая рассмотрение дифракции звука в среде с эллиптической 
волновой поверхностью, укажем, что развитый подход применим не толь­
ко в том случае, когда волновой вектор к лежит в плоскости симметрии 
или в плоскости, перпендикулярной оси симметрии четного порядка. Дей­
ствительно, если плоскость XZ  (фиг. 1) не является плоскостью симмет­
рии, то s (а значит, и г) в (5) может иметь компоненту sy (или у). Однако, 
выражая к г через групповую скорость s и учитывая коллинеарность г 
и s, получим

к  • г=со | г | / 1 s | =о) | г± | / 1 s± | ,
где т±  и Sj_ — проекции г и s на плоскость XZ. Таким образом, двумерную 
задачу дифракции звука от произвольно ориентированного источника 
в виде длинной полосы можно решать рассмотренным методом, если 
аппроксимировать проекцию пространственной кривой групповой скоро­
сти эллипсом в плоскости, нормальной к излучателю.



Обсудим возможность эллиптической аппроксимации кривой групповой 
скорости продольной волны в плоскости симметрии ниобата лития и в пло­
скости, перпендикулярной кристаллографической оси симметрии второго 
порядка кварца. Вблизи каждого направления групповой скорости, опре­
деляемого отсчитанным от оси L 3 углом 0гр, будем аппроксимировать ре­
альную кривую s(0rp) дугой эллипса, характеризуемого полуосями аж Ь 
и углом 0ЭЛ, который большая полуось а образует с осью L 3. Пределом при­
менимости такой аппроксимации будем считать интервал углов б в одну 
сторону от 0гр, в котором параметры а, Ь\ 0ЭЛ аппроксимирующего эллипса 
изменяются менее чем па 5% своей величины. Кривые s(0) для кварца и 
пиобата лития были вычислены на основе данпых [10, 11] о константах 
материалов.

Результаты аппроксимации представлены на фиг. 2, а для пиобата ли­
тия и на фиг. 2,6 для кварца, где приведены кривые: s — групповая ско­
рость, а и Ь — величины полуосей аппроксимирующего эллипса, 0ЭЛ — угол 
наклона оси а к L3, а крестиками отмечены значения пределов аппрокси­
мации б. Как видно из фиг. 2, а, кривая групповой скорости продольной 
волны в плоскости симметрии ниобата лития хорошо аппроксимируется 
эллипсом — для любого направления пределы аппроксимации б составляют 
не менее ±12°. В случае кварца (фиг. 2, б) возможность аппроксимации 
реальной кривой групповой скорости дугой эллипса существенно хуже —а С 2
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надежная аппроксимация (пределы аппроксимации превышают ±3°) до­
пустима только в интервалах 0°—30°, 45°—60°, 133°—180°.

Автор благодарен В. А. Якименко за полезные обсуждения.
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