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Дан метод решения дифракционной задачи, опирающийся на соот­
ношения обобщенной ортогональности нормальных волн твердого волно­
вода. Приближенное решение получено для частного случая припо­
верхностного расслоения произвольной длины.

Дифракция нормальных ноли на расслоении произвольных размеров и 
ориентации в пластине является важной в практическом отношении за­
дачей в ультразвуковой дефектоскопии. .

Один из методов решения такой дифракционной задачи рассмотрен в 
работах [1, 2], где в качестве модели реального расслоения в пластине 
взят полубесконечный разрез (мягкий экран), расположенный в средин­
ной плоскости пластины, причем последнее ограничение является прин­
ципиальным для применения предложенного метода решения (метода 
факторизации). В настоящей работе в качестве модели расслоения при­
нят мягкий экран (разрез) произвольной длины, расположенный на про­
извольной глубине и ориентированный параллельно поверхностям пла­
стины, занимающей область |a:|<Z, —

Решение задачи в существенной мере опирается па соотношения обоб­
щенной ортогональности нормальных воли, которые можно записать в

где {klt} — спектр волновых чисел твердого волновода, (х, у) =

области s (в поперечном сечении волновода), у' — величина, комплексно-со­
пряженная с у, N — квадратпая матрица четвертого ранга, у которой от­
личны от нуля элементы #1з=Л^4=Л^31==Л̂ а==1, w(uz, иХ1 ozz, gxz) — вектор, 
у которого первые две компоненты есть компоненты вектора смещения 
u(u2, щ), а остальные две компоненты — компоненты вектора напряжения
o(ozz, oaz), действующие в поперечном сечении волновода, w(u, —о) — век­
тор, сопряженный с w, причем

Рассмотрим теперь следующую дифракциопную задачу. Пусть из об­
ласти £>0 на мягкий экран, занимающий область x = l t, | z | < d  волновода 
со свободпой боковой поверхностью, падает пормальная волна индекса р.

Поле в области \ z \ ^ d  представим полной совокупностью нормальных 
волн w1n волновода толщиной 21:

 ̂ds — скалярное произведение векторов х, у, определенное в
я

z>d,
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Z=S:—d,

Wl-  =  Y j a"

Im kln>0,

win »

dkln
dm

0, Im ftl№=0,

<o — круговая частота, {/c,n} — спектр волновых чисел волновода толщиной 
21 со свободной боковой поверхностью.

Поле в области |z |< d  представим следующим образом:
х>1и

W2=  y ' | 6n+w2„++6n-w2n~, w2„±=w 2n± ( x )  e ±iU*'1, 

x < lu

w 3 =  £  СП+\У3„ + + С П-ЛУ3„ - ,  W 3n± = w sn±  ( X ) e±ihu'z,

dk
Im^in^O, -■ ln > 0,  lmfcin=0, i=2,3, V

dm
{k2n} — спектр волновых чисел волновода толщиной L=l—Z, со свободной 
боковой поверхностью, {&3„} — спектр волновых чисел волновода толщи­
ной h —l+li со свободной боковой поверхностью.

Используя граничные условия, требующие непрерывности введенных 
векторов в сечениях z=±d,  и соотношения (1), можно получить систему 
уравнений относительно искомых коэффициентов ач±щ.

( 2)
M l

У 1 A mq+a++Bmq+aq-=Cpm+, т, q= i, 2 , . . . ,  Mh
Я

Ml
^  ^  Втч dq̂ ~\~Amq Q>q Срт , М i' ОО.

М г

A mq+ бт<2
(Wi<Z+? ^Vw2n ) 2+ (W2n ,A w lm+) 2+
(w2n-,W w 2n- ) 2 (wlm+, Nvrim*)

Ms

E (w „+, Nw3n- ) 3+ (w3,r ,  iVwlm+) 3+
— W ..................... -  ■ -

(w3, r ,  iVw 3 (w„„+, Nw lm+)

В + =  -  V  (wii7j( W | , - , i V w 2 n l' ) r  ( w 2 n + , A ' \ V | m + ) 3t

(w2n+,A'w2n+) 2 (wlm+, ZVw)m+)
M i

E
71

(w „-,М у3п+)з~ (w2,.+,
(w3n+, N w a /b  (wlm+, A'wim+)

Mj (wlp-, A'w2Jr )  2+ (w2n-, A,wlm+)2+, + y i  vwip ;
pm /  . — —f4v. “ A/w„ “

+
(w2,r, А̂ ЛУг»-) 2 (лу1,„+, iVw„„+)n

All

E (v f lp- , N w 3n- ) 3+  (w3„-,A^wlm+) 3+
( w 2 n - ,  / V w 3 , r )  3  ( w lm + , A 4 v lm + )n
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( w l p  , Л Ч у 2 п ~ Ь *  

(w2n-,A'w2n--)2
(w2w , N\vlm ) 2- 
(wlm',iVwlnl")

( w ,p ,АЧу3„ - ) з+ (w 3n~,iVw,w-)3~

(wJn“, ZVw3„~) 3 (wlm“, Awlm-)

6mg — символ Кронскера, а коэффициенты Amq~, Bmq~ получаются из коэф­
фициентов A mq+, Bmq+ соответственно заменой знаков «±» на «^».

Верхние знаки «±» у скалярных произведений означают, что скаляр­
ные произведения определены в сечениях z= ± d  волновода соответствен­
но, нижние индексы 2, 3 — скалярные произведения определены в области 
x= {lu Z), x==(~l, к)  соответственно, скалярное произведение без ниж­
него индекса определено в сечении а;=(—Z, I) волновода, а скалярное про­
изведение без знаков «±» не зависит от координаты z.

Ключевыми при анализе системы уравнений (2) являются вопросы 
сходимости метода редукции и поведения решения на ребрах экрана х=  
=к\ z=±d.

Используя асимптотику поведения спектра волновых чисел к п боль­
ших номеров Ue кп=0  (п) ; lm /с„=0(1п п), можно показать справедли­
вость оцепок

(w„;+,A 'w2„~) 2+ _  /  1 \  (w 2„— ЛУ,,„+) 2+ _ q !  1 \

(w2n~,N\v2n- ) 2 \n+ q  f (w,„,+, iVwlm+) \n+ m  >
n, m, q>  1,

сходимость рядов, входящих в коэффициенты A mq±, Bmq*, Срт±1 регуляр­
ность системы (2) и сходимость метода редукции при ее решении.

Анализ поведения решения на ребрах экрана представляет собой са­
мостоятельную и довольно сложную задачу, которая фактически сводится 
к определению такого соотношения между числом нормальных волн 
(wln+, w2„, w3„ или wln", w2n, w37l) , описывающих иоле в прилежащих к ребру 
областях, и порядками редуцируемых систем уравнений соответственно, 
при котором обеспечивается требуемая сингулярность решения на ребре 
и конечность энергии упругой деформации.

Учет условия па ребре в более простом случае скалярных волноводов, 
содержащих разветвления (см., например, [3]), приводит к тому, что чис­
ла нормальных волн, описывающих поле в смежных областях волновода 
с экраном, оказываются пропорциональными геометрическим размерам 
волновода и его ответвлений.

Будем полагать в дальнейшем, что в рассматриваемом случае твердо­
го волновода с экраном должно выполняться аналогичное соотношение 
между числами нормальных волн:
(3) Mt : М2: М3=21: к : к.

Рассмотрим теперь предельный случай, вытекающий из общей систе­
мы уравнений (2):
(4) к - 0  (Z3+ 0 ),

Г  +  =  п  +=п с  -=д л'- 'pm  *->mq и ,  '-'pm  V p v iy  *^inq

<V=1, а„Г=0, тФр, ат+= 0.
ж д,

Наличие предельного перехода (4) позволяет рассмотреть более об­
щие случаи A2=Z2/2Z<1 (или Д3=/з/2/<1), взяв за основу асимптотику
(4) и диагональное приближение.
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Под диагональным будем понимать приближение, при котором в ис­
ходной системе (2) учитываются только диагональные члены (старшие) 
и члены, содержащие коэффициент прохождения аР“, который является 
доминирующим в рассматриваемом случае приповерхностных расслоений.

Решение системы в указанном приближении для случая Л2<1 имеет
вид
(5) a, ( ' р р  1 Л р р  ,  d m  С'prr. ,  т ^ р ,  С1т + — С р т '  В р т

+
Сохраняя здесь старшие по параметру Д2 члены, можно написать

У  (W‘p’f>̂VWz" )** (w2n , №у1д+) 2+ 
i“ J (w2,r ,  ЛЧу2„~)2 (wlrn+,iVwlm+)

М-
В  + =  -'pm — я

71

(лу, / ,  A W V  (w 2„+, lVw,m+ ) 2+ 

( лу2„ +, Л % 2„+ ) 2 (w lm+, iVwlm+ )

(wlp- , N w sm+ ) 3~  (w3„+ ,N w lm+ ) s+ -  ■ . — ......  1 »
(w3„,+, А \Узт+) (wlm+, Nwlm+)

М»
W  =  Y j

n

(w,p~, Nw2n~) 2+ (w2n~, Nw im+) 2+ 
(w2n-, N-w2n~)2 (wlm+, iVw,m+)

+
(w,p , /Vw33> )3+ (w3P , iVwi,„+) 3+
(w3p-, N\\l (wlm+,iVwlm+)

M2
Cvm —- £

(w,p ,N w2„ ) 2+ (w2„ ,УУлу,т ) 2- 

(w2n~, Nw2„~) 2 (wlm-,iVw!m-)
+

(wlp-,iVww )3+ (w3P~,N\rim~)
(w3p-, Nw3p~) 3 (wlm-, Nv/Im~)

(wi p , iVw.!,,, ) 3+ (w3ni , Л ЛУim ) 3 
(лузт“, Nw3m-)  3 (w„„_, lVwlm~)

( 1-6 pm

и оценить асимптотику решения (5):
яр-= 1 + 0 (Д 2), я„Г=0(Д 2), ат+= 0 (Д 2),

причем в силу условия (3) можно считать, что при достаточно малом па­
раметре Д2 под знаком суммы в формуле (6) можно оставить минималь­
ное число нормальных волн, описывающих поле над экраном, а именно, 
симметричную и антисимметричную нормальные волны нулевого порядка.

Наибольший интерес представляют обычно коэффициенты обратного 
отражения ар+ падающей нормальной волны (например, для целей ультра­
звуковой дефектоскопии приповерхностных расслоений с использованием 
нормальных волп).

Дальнейшее упрощение расчетных формул поясним на примере вы­
числения коэффициентов ар+, для чего введем представления:

w ,=w 3+S,

dw
J k t

dwt
Ж
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Частотная зависимость коэффициентов ао, роо.
( c i V c l * - 0,2)

kt=(x)lcly ct — скорость поперечной волны,
uz(x)

±iux(x)
W* =

i K '

Тгагг(.т)
(-г)

е± i k z (N w±) , =

±ioZI(a:)
- в Х!(х)

uz(x)
±iux(x)

причем

(8)

(uz(x, k‘))"=uz(x, к), (ux{x, k*))'=ux(x, k),
(ozz(x, k*))’=ozz(x, к), (oXI(x, k ' ) y = a xz(x, k).

С учетом формулы (7) получаем окончательно

ар+= —Дг ^ а р sin 2kipd + \ ^ $ pn sin {kiP+k27,)d j ,

C T

2kt
a«= —  J ( w z>i P0 Z2)]p U Zi \ p O z z t\]) i ' U x , i p G x z , i p  Ю* i P0 XZ(1J>)  d # ,

Jwr + ̂  "(wiv+,N w„,+)

ppn (d) = e -i<*4’ ',!")d ( - и 1>2„аг1|,р+ а и ,2 „иг,1 ,,) z=i ( — +  a“ ',f ■]
'  W z , 2 i t  O r - 2  n  '  x « /

Решению (8) можно дать следующую физическую трактовку.
Первое слагаемое в формуле (8) зависит только от типа падающей 

волны, а само отражение, соответствующее этому слагаемому, вызвано 
изменением фазовой скорости распространения нормальной волны вслед­
ствие измепеиия волнового размера волновода на величину Д2. Если длина 
расслоения кратна половине длины волны индекса р, то отражение данно­
го типа отсутствует, так как отражение волны от переднего края расслое­
ния полностью гасится противофазным отражением от заднего края.

Второе слагаемое в формуле (8) учитывает акустическую прозрачность 
области, расположенной над расслоением, зависит от типа падающей волны 
и от характеристик всех типов нормальных волн (индекса п)у возбуждае­
мых в этой области. Само отражение является результатом двойной транс­
формации падающей волны в волну индекса п и трансформированной 
волны индекса п в отраженную волну индекса р.

Рассмотрим некоторые результаты численных расчетов. Пусть на при­
поверхностное расслоение (Д»<1) падает нулевая симметричная нормаль­
ная волна (р= 0), а само расслоение является коротким (ki0d < l ,  k2nd < 1). 
В этом случае можно полагать, что в области над расслоением будет воз­
буждаться только нулевая симметричная нормальная волна, а формула
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(8) принимает вид

& о + = = — A 2d [ 2 a 0&io+Poo ( & ,о + й 2о) 1*

Частотная зависимость коэффициентов а 0, р0о приведена па фигуре 
({ctlcL) z= 0,2, с,, — скорости поперечной и продольной волн). Можно
отметить, что коэффициент а 0 имеет явно выраженный максимум, соот­
ветствующий области сильной дисперсии фазовой скорости нулевой нор­
мальной волны. Этой же частотной области соответствует и резкий рост 
коэффициента [}0о.

Приведенные результаты могут оказаться полезными при оценке отра­
жающих свойств реальных расслоений, а также при выборе оптимальных 
параметров ультразвуковых методов контроля.
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