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ОТ ОТРАЖЕНИИ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ волны от жидкого 
НЕОДНОРОДНОГО СЛОЯ, ЛЕЖАЩЕГО НА УПРУГОМ 
СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

М а с л о в  Л . I f .

Новым методом получено выражение коэффициента отражения зву­
ковой волны от ряда жидких и упругих однородных слоев. Для непре­
рывного изменения параметров упругой среды получена интегральная 
форма коэффициента в виде ряда по степеням волновой толщины неодно­
родного слоя.

В монографии [1] приведено точное решение задачи об отражении иа- 
клоцно-п а дающей звуковой волны от произвольного числа жидких и упру­
гих однородных слоев. Для нахождения входного импеданса системы 
жидких слоев используется формула пересчета импеданса с одной грани­
цы слоя на другую. Для нахождения входного импеданса системы упругих 
слоев перемножаются матрицы четвертого порядка, связывающие смеще­
ния и напряжения на противоположных поверхностях каждого слоя. Ме­
тоды последовательных приближений для определения коэффициента от­
ражения от жидкого слоя с непрерывным изменением параметров слоя 
получены в работе [2], приведенной в книге [1, § 25]. В работе [3] чис­
ленным интегрированием дифференциальных уравнений для имнедансов 
находился коэффициент отражения от упругого слоя с непрерывным изме­
нением параметров.

В настоящей работе новым методом получено выражение коэффициен­
та отражения от ряда жидких и упругих однородных слоев. Матрицы 
имеют более простую структуру. На основе полученного выражения выво­
дятся формулы метода последовательных приближений для тонких неод­
нородных слоев с непрерывным изменением параметров. Выражения ме­
тода последовательных приближений для тонкого жидкого неоднородного 
слоя совпали с выражениями работы [2], приведенной в книге [1, § 25,4]. 
Для упругого слоя коэффициент отражения представлен в виде отноше­
ния матричных рядов. Коэффициентами рядов являются Аг-кратпые инте­
гралы но толщине слоя. Матрицы в методе последовательных приближе­
ний имеют дважды меньший порядок.

Для вывода используется следующий прием. Рассмотрим границу 
между двумя однородными средами, жидкими или упругими. Если верх­
няя и нижняя среды одинаковы, то падающую волну и приходящую из 
нижнего полупространства (отраженную) волну можно разложить на сум­
му линейно независимых симметричного и антисимметричного нолей отно­
сительно воображаемой плоскости раздела. Если взять верхнюю часть 
одной среды с симметричным нолем и пристроить к пей [4] ыижшою часть 
другой среды с симметричным полем, можно удовлетворить граничным 
условиям. Граничные условия для упругих сред выражаются двумя ра­
венствами вместо четырех в обычном случае. Назовем их симметричными 
граничными условиями. Амплитуды волн в верхней и нижней среде связы­
вает матрица второго порядка. Можно удовлетворить также граничным
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условиям для антисимметричных полей. Их назовем антисимметричными 
граничными условиями. Поскольку для разных верхней и нижней сред 
поле уже не будет обладать симметрией, далее в тексте назовем поле в 
верхней среде симметричным (или антисимметричным) относительно 
нижней границы, а поле в нижней среде — симметричным (или антисим­
метричным) относительно верхней границы.

Рассмотрим теперь однородный слой. Часть поля в слое, симметричная 
относительно верхней границы, не совпадает с частью, симметричной от­
носительно нижней границы. Можно разложить симметричное относи­
тельно верхней границы поле на сумму симметричного и антисимметрич­
ного полей относительно нижней границы. Также можно разложить 
антисимметричное относительно верхней границы иоле. Амплитуды сим­
метричных и антисимметричных относительно верхней границы полей 
связаны матрицами второго порядка с амплитудами полей, симметричных 
и антисимметричных относительно нижней границы. Последовательно 
иереходя от слоя к слою, можно найти амплитуды полей в нижнем одно­
родном полупространстве в виде суммы произведений. Условием, связы­
вающим амплитуды симметричного и антисимметричного полей в ниж­
нем полупространстве, будет условие отсутствия приходящей из нижнего 
полупространства волны.

Рассмотрим вначале границу между однородными жидкими средами. 
Поле в верхней среде представим следующим образом (временной множи­
тель опущен):

М*) = /W e,M+PoTPe“'M^

где ось z направлена сверху вниз нормально границе, р — давление в жид­
кости, кг — z-компопеита волнового вектора k0=fere2+ |e a; в жидкости, ин­
декс (над) относится к падающей волне, (отр) относится к отраженной 
волне, (с) обозначает симметричное поле, (а) — антисимметричное поле.

Коэффициент отражения V имеет вид

(1) F=p„Tp//)na„=  (рс—ра)/(рс+ря) .

Поле в нижней среде запишем в виде

Pi (z) = p 1R(e,*'‘‘+ e -fft«’) +р?(е1к*г—<r**“‘) .

Симметричным граничным условием будет рхс=рс, и антисимметрич­
ным: и1га=иД  где и, Д и* — смещения. Из второго условия получим р,а=  
=:(7о/^.)ра, где 7o/(/i =  (cos Oop,c1)/(cos01poco), 0 п .  и 0, —углы падения и, 
преломления, р0, Pi — плотности сред, с„, с{ — скорости звука. Условием 
отсутствия приходящей из нижней среды волны будет р ^ = р я. Отсюда 
получим

V = (q 0—ql)l(q0+qi),

что совпадает с известным выражением [1].
Рассмотрим теперь отражение звуковой волны от п однородных жид­

ких слоев, лежащих на однородном жидком полупространстве. Амплитуды 
р;л== (pj/Д Р;Ла) полей, симметричных н антисимметричных относительно 
нижней границы /-го слоя, связаны с амплитудами р>=(р/, р/‘) полей, 
симметричных и антисимметричных относительно верхней границы /-го 
слоя, зависимостью р*=/;р7,

I cos kjjij i sin kjzhj 
I i sin kizhj cos kizkj

где hj — толщина /-го слоя.
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Амплитуды полей верхнего и нижнего однородных полупространств 
связаны произведением матриц

(2)

I
где Р=  (/>%/>•) 1 К=0, Uj+l, )=

1 О
о

Представим матрицу /, как сумму

/j=cos kjzhj
1 О 
О 1

+isin/cjzAj

Разложим произведение в выражении (2) на сумму произведении. Первым 
слагаемым будет

Д ( л / ж / , в) =
J-o

1 ° | р
Л  / IО (/o/gn+i I

п

где РпЛ=  Д  cos kjzh).
j-1

Второй группой слагаемых возьмем произведения, где сомножитель / /  
встречается один раз

( 0 )о
J-1

~  £ , {  I 1 Q | p n+i}+A-i.oi Sin kIzh ^  .
j - i

Третьей группой слагаемых возьмем произведения, где сомножитель 7/ 
встречается два раза

В  а ( 2)  V 4  А  <*> 7 8 л  <г—А„+1>0— £ ^ A n+ltiIj Ajt( 0 )о
В,1 О 
О В 111 ■

Число слагаемых 7?Л равно тг+1. Легко убедиться, что Вк при к четном 
представляет собой диагональную матрицу, а при к нечетном диагональ­
ные члены равны нулю. Обозначим через Вчет сумму четных слагаемых,

а через But4 — сумму нечетных слагаемых. Тогда pn+ ,=S4,(.Tpc4-SnIe4pa,

Pu + I— B n n n p 0 4 "Z?4cTp a .

Условием отсутствия приходящей из нижнего полупространства волны

будет Pn+i=Pn+1. Отсюда (В^т—В а1^)рс=  ( В ^ —В„1Ч) р \  Выражение для ко­
эффициента отражения запишем в виде
(3) V = ( D - \ ) / ( D + i ) ,

где D ~ ( B " - B 1L ) / ( b I ~ b L ) .
Если однородный слой разбит па несколько слоев, то, воспользовавшись 

формулами разложения синусов и косинусов, можно убедиться, что фор­
мулы в этом случае переходят в формулы для одного слоя. Если неодно­
родный слой разбит на большое число тонких однородных слоев, число 
слагаемых становится велико, и удобнее перейти к интегральной форме
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записи. При волновой толщине слоя, стремящейся к нулю, выражение Вк 
переходит в к-й член разложения но степеням А0Я, где Н — общая толщи­
на неоднородного слоя. При этом

cos kjthr*-1, sin k^hr+kfthj^kon cos 0dz.
Обозначив через

Л . , (?/?,) cos ®i 42=n(gi/g) cos0,
получим интегральную форму записи, полностью совпадающую с выраже­
ниями работы [1, § 25, 4].

Рассмотрим теперь отражение на границе жидкой и упругой однород­
ных сред. Смещение в упругой среде запишем в виде

^ ‘ т . . 9 • tt&tL.
U t  (Z) = Ь пад^1 пад- "̂̂ o T p U i  0тр=  Eculc+El'ul*+E0Tf,Ui о т р + ^ o r p U i  О Т р т  

где U|*c= —iiu oTpi WixoTp= tflxCj Wiz8'= Mu отР)

■Ec exp(ikezz) +E, exp {ik,zz ) ,

E ,= l  I V - t r
Mix"— UixatPi Earn
F i _ |  1f«Y«tlf« I

I №  I* ' A l - S w r .
А=Т/’Г<+'С2, Ki=*»*/fco, Ъ - k J K  %=%lko,

/с,г, — z-комнонсяты волновых векторов продольной и поперечной воли,
ЕС=Е, cos kuZ+Е, cos fc,*z, E"—Eii sin kltz+E,i sin /c,,z.

Граничным условием для симметричных полей будет р' = —Оцг , и для
антисимметричных: wzn= u,A  0 ^ = 0 . Симметричное граничное условие не 
дает возможности определить соотношение между компонентами смеще­
ния у волн симметричного поля в упругой среде. Если Uic задано, то р1'=
=-OuT=-icopoCogu,c, где

[ Ъ , „ /  1 2 \ I р. Соg= m  - j - e ,+ £ (  — ------ ) е х ; т=  —  , п,= — .
L А \  А пг /  J Ро с„

Из антисимметричных граничных условий получим u ,"= —a/>n/(io)p0Co), где
ft4 =  cos 0о, h

/ 2Д \a=Tei +  _ ( 1 _ _ ) e I;

Условием отсутствия приходящей волны будет иГ=иГ. Отсюда получим 
выражение коэффициента отражения в виде (3), где

7 /  L \  П Г  /  n t

что совпадает с известным выражением [1, 4].
Рассмотрим теперь отражение звуковой волны от п однородпых упру­

гих слоев, лежащих на однородном упругом пространстве. 
Антисимметричные граничные условия на первой границе между упруги­

ми слоями есть и,2*=ц2Д  o]xz=o2l и симметричные граничные условия:

ц1хс=ц2я«? 0cizz=0°z Отсюда получим зависимости между смещениями

где
и2я==Л/2ГиГ, u2c=M 2icu,°,

М<па =
1 О
о Ъ1

1 о
t?21

м , ,с = ?»» о
О 1

Ь3, = ф - 6 г1-2 Д 2 (пгГг- - ^ г а .Г г) ]  , 

C?2t ==T f ^ 2 i  ==,'f 1 fб2|, б21= Р«Аг| (PaAi)*

С21
О

6*21

1
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Амплитуды смещений ujtl=  (u;ft% и®,л ) на нижней границе j-то слоя свя­
заны с амплитудами и,= (иД и/) на верхней границе /-го слоя зависи­
мостью xijh=EjhUj, где v

Е? Е?
Е? E f

Амплитуды однородпого упругого полупространства и амплитуды 
верхней границы первого упругого слоя связаны произведением матриц

Еiл

31
(4)

где

u*+i“
i-1

Mi+u =  | о о I
0 0 
0 1

®Mi+U

и символ ® обозначает прямое произведение матриц. 
Представим матрицу Ejh как сумму матриц

1 О 
О 1 ®я/>+

0 1
1 о ®ЯД

Разложим произведение в выражении (4) на сумму слагаемых. Первым 
слагаемым будет

п

* w C , , = n  -

п

- п о
3-1

1 о 
о о ® < и +

О о
О 1

®м1+и  j  Ejс.
i-i

Второй группой слагаемых возьмем произведения, где сомножитель 
Ejh встречается один раз.

® /v +  j 0 0°  | ® л п) •
j-i

-К-й группой слагаемых возьмем произведения, где сомножитель встре­
чается к раз. Нетрудно убедиться, что при к четном Eh представляет собой 
блочно-диагональную матрицу, а при к нечетном диагональные блоки рав­
ны нулю. Обозначим через Рчет сумму четных слагаемых, а через Fne4 —

исумму нечетных слагаемых. Тогда un+i= /JT4eTu1c+ / ,HC4Uia,

Un .̂i:=̂ п̂cчUlC■̂_/ :,чстП|а.
Условием отсутствия приходящей из нижнего полупространства волны

будет Un+i=unaM. Отсюда (F^T- F  "ОиД и выражение ко­
эффициента отражения получает вид (3), где

(5) 0 = g • (fL - F L )  -* (Fll-Fnlr-a.
Найдем теперь интегральную форму коэффициента отражения, устре- 

мив толщину каждого слоя к нулю. При этом cos 1, cos кцгН,—*-\,
sin kfrhj-t-kfludz, sin kj,Jij-^-kâ j,dz.

Матрицы переходят в
'I 1 О

*• ikodzEjt, Ejhc -*Ejh' 0 1
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Первое слагаемое сильно упрощается

F0=BnZ = 1 0 с 0 0
®м„+1.+

0 0 0 1 п+1,1*

Обозначим Дп+1,1 через Д(Я, 0), Е ,д через E a (z ) .  Второе слагаемое F \  при­
нимает вид

н
F,=ik0 $R (H ,z)E &(z)R(z,0)dz=

■ 0 1
о о ®Л Г+

0 о
1 о

®F,U.

К-е слагаемое представляет собой к-й член разложения по степеням к0Н
В  г к  zf t - 1 21

Fh=  (ik0)k J  dzh J dzh- t J  dzh- 2. .. J Phdzu
0 ' о 0 0

где
Ph=R{II , zh)EA{zh)R(zhl zh-i) , . . E a (zi)R (zu 0).

Если однородный слой разбит на одинаковые слои, то к-й член ряда
f *.= ( а д + в д  икону®  [ | °  * | ] л / ы ,

н

Ед® 0 1 1\ й
4 0 | )  , E f = E h Е?=Еи ЕгЕг=

поскольку
I 0 0

0 0
Отсюда un=EnaaUi, что дает точное решение для однородного слоя.
Так же как и для конечного числа слоев, при к  четном к-й член ряда* 

представляет собой блочно-диагональную матрицу, а при к нечетном диа­
гональные блоки равны нулю., Если обозначить через F,ieT сумму бесконеч­
ного ряда четных слагаемых, а через F„e4 сумму нечетных слагаемых и 
учесть условие отсутствия приходящей из нижнего полупространства вол­
ны, получим коэффициент отражения в виде (3), где D задано выраже­
нием (5).

В заключение выпишем точное выражение коэффициента отражения 
от т жидких и п упругих однородных слоев

(Db„-bi2) - ( b n - D b 2i)
V =

(Db22—biz) -Ь (&н— Db2l)
m

где bi* — элементы матрицы Д  (/jTlfJ-,), характеризующей жидкие слои

(формула (2));
D=g- -а,

g, а —векторы, характеризующие границу жидких и упругих слоев. Bih — 
матрицы второго порядка, образующие матрицу четвертого порядка

п
J J  (M*+itiE}) (формула (4)), характеризующую упругие слои. ,
>=i
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