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ГЕНЕРАЦИЯ ПОВЕРХНОСТНОЙ РЭЛЕЕВСКОЙ ВОЛНЫ 
• ПРИ НАКЛОННОМ ПАДЕНИИ ОБЪЕМНЫХ ВОЛИ

НА НЕРОВНУЮ ГРАНИЦУ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Лапин А . Д .
Рассмотрена задача о преобразовании объемных ноли в поверх пост­

ную на неровной границе твердого тела.

Известно [ 1], что при падении объемных звуковых волн на неровную 
границу твердое тело — вакуум на ней возникает поверхностная волна 
Рэлея. Наиболее эффективное преобразование происходит на периодиче­
ских неровностях с определенным периодом. Например, при нормальном 
падении объемных волн период неровностей должен быть равен или бли­
зок длине поверхностной волны. Преобразование объемных волн в по­
верхностную рэлеевскую периодическими неровностями границы твердого 
тела экспериментально исследовано в работах [2—5]. Теоретическое ис­
следование этого явления произведено лишь для нормального падения 
объемных волн [6, 7]. Оно выполнено в линейном приближении по ампли­
туде ыеровпостей и имеет качественный характер. Согласно работам 
[8, 9], при строгом количественном решении задачи преобразования волн 
на периодических неровностях с периодом, равным или близким длине 
поверхностной волны, необходимо учитывать и квадратичные эффекты но 
амплитуде неровностей. В задаче о генерации волны Рэлея такими перио­
дическими неровностями это приводит к громоздким математическим 
выкладкам ы до сих пор соответственный расчет не произведен.

Представляет интерес задача о генерации поверхностной рэлеевской 
волны при наклонном падении объемных волн на периодически неровную 
границу твердого тела. При наклонном падении можно возбудить одну 
поверхностную волну, бегущую вправо или влево от неровного участка, 
в то время как при нормальном падении обязательно возбуждаются две 
поверхностные волны, бегущие в противоположных направлениях. По­
скольку для наклонного падения период неровностей, эффективно преоб­
разующих объемные волны в поверхностную, не совпадает с длиной этой 
поверхностной волны, то резонансные квадратичные эффекты, отмечен­
ные в работах [8, 9], отсутствуют и расчет генерации можно произвести 
в линейном приближении по амплитуде неровностей. Ниже этот расчет 
выполнен на основе модифицированной теории возмущений, учитываю­
щей эффект многократного рассеяния.

Сформулируем задачу о преобразовании волн. Пусть граница твердое 
тело —вакуум описывается уравнениями z= 0 при |:r |> L  и z=£(;r) при 
х | < L y где £ (х ) — периодическая функция координаты х , | | <  1, 
d£ /d ;r|< l, р — волновое число рэлеевской волны при частоте ы, ось z 

направлена в вакуум. Из твердой среды на неровную границу падают 
плоские гармонические продольная и поперечная волны с потенциалами
(1) фпад=и exp [i(!*+ pz)], i |w = # e x p  [i(|a;+vz)],

где £>0, р=]/Аг—| 2, у=Укг—£2, / с и х  — волновые числа продольной и по­
перечной волы, А и В — амплитуды этих волн. Мы выберем неровности с 
периодом, равным 2л /(/;+£). Согласно соотношению Брэгга, при падаю­
щем поле (1) эти периодическпе неровности создают интенсивную по­
верхностную рэлеевскую волну, бегущую в отрицательном направлении 
оси х , и не создают рассеянных спектров, уносящих звуковую энергию от 
границы. Требуется рассчитать коэффициенты преобразования продоль­
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ной и поперечной объемных волн в поверхностную и исследовать зави­
симость этих коэффициентов от угла падения объемных волн и длины 
неровного участка.

Решение задачи получим па основе усовершенствованной теории воз­
мущений [10], учитывающей эффект многократного рассеяния. Разделим 
неровный участок (—L, L) на элементарные участки АХ, малые по 
сравнению с длиной волны Рэлея, и рассчитаем преобразование объемных 
волн в поверхностную в отдельности на каждом из них. 11а данном эле­
ментарном участке влияние неровностей на звуковое поле заменим дейст­
вием сторонних источников сил, распределенных по плоскости z= 0, и вы­
числим поверхностную рэлеевскую волну, создаваемую этими источника­
ми, при учете се затухания из-за рассеяния на неровностях при 
распространении от источников до точки наблюдения. Сложив поверх­
ностные волны от всех элементарных участков, мы получим рассеянную 
поверхностную волну, возникающую иа неровной границе твердого тела 
при падении на нее объемных волн.

В соответствии с изложенной схемой влияние малых неровностей, 
имеющихся на данном участке АХ, заменим действием сторонних источ­
ников нормальной и тангенциальной сил: /П(Х)ДХ и fx(X)AX. В первом 
приближении но высоте и наклону неровностей при падающем поле (1) 
мы получим следующие выражения для плотностей источников сил:

и  (X ) = !? ? L [A R l+BSl ] % (X) exp (ИХ) ,
x 2U

i(2) М Х) =  ̂ г {  [ ^ « 2+ 5 5 2]^(Х) +  [ЛЯ3+В53] ^ | |о х р ( г |Х ) ,

ГДе /?3= i2 ||iv [(v ’—S T + 4 IV ] ,
fl3= - 8 g 2pv(x2-fc2), 5,=г2и‘Ipv, S2= - iv  (v2- £ 2) [х4—
- 4 Г ( х 2—к2)], S3=4£v(x2—/с2) (v2—| 2), U= [ (v2—| 2)г+
+■4^2fxvJ, p — плотность твердого тела. -

Скалярный потенциал Дф поверхностной рэлеевской волны, создавае­
мой сторонними источниками сил /П(Х)ДХ и f x(X)AX,  при учете ее зату- 
хания из-за рассеяния па неровностях получим по формуле

(3) Аф= W +P1)и (X) ±Й/»РА(X) ] X

Xexp{i[ (/Ж 6) (L=fX)+p(±x—L) ]+az} ДХ,
где . ,

T =  {4/?4—Зр2 Ыг+к2) +2/c2x2—2сф (2 p2- * 2)},
а=Ур2—к2, $=Ур2—x2, б — коэффициент затухания рэлеевской волны из-за 
рассеяния на неровностях [11]. В формуле (3) верхний и нижний знаки 
выбираются соответственно при x> L  и при x < —L. Амплитуда вектор­
ного потенциала поверхностной волны отличается от амплитуды ее ска­
лярного потенциала лишь множителем ±г2/за/(р2+ р2), и поэтому мы не 
приводим его выражение.

Сложив поверхностные волны (3) от всех элементарных участков, мы 
получим поверхностную волну, возникающую на неровной границе твер­
дого тела при падении на нее объемных волн (1). Ее скалярный потен­
циал будет

(4) Ф=
ta(J 

2pTU
J{ (P *+ p2) U i? t+ s s ,K (X )

— L

±«2/>р [ (AR2+BS2) £ (X) ■+ 'U fl3+AS3) | | -  ] } X

Xexp{i[|=F(/?+t6) ]X}dXexp(±ipx+az—6L).
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Слева от неровного участка (—L, L) элементарные волны от площа* 
док с длинами, равными периоду перовностей, складываются синфазио, 
и поэтому при большой длине L  возникает интенсивная поверхностная 
волна. Справа от неровного участка волны от разных площадок гасят 
друг друга и результирующая поверхностная волна обусловлена краевым 
эффектом; ее амплитуда мала (порядка отношения высоты неровностей 
к длине поверхностной волны) и осциллирует с возрастанием L .

При (p-f-£)L>l основной вклад в поверхностную волну слева от не­
ровного участка дает пространственная гармоника с волновым числом, 
равным (р+§). Задав эту гармонику в виде a cos [(/?+£) я] и выполнив 
интегрирование в формуле (4), мы получим выражение

(5)
где
(6)
(7)
(8)

^ z=- ^ j j { ^ A + v o B } e x ^ { - ipx+a.z), z < - L ,

т =  {xs ({S2- t y ) (v2- r ) - m v p $  [4|p  (x2- * 2) + x 4] }, 
o=2{x4 ( W )  (v2- | 2) [41 p (x2- * 2) + x ‘] },
D= (a/8) sh (6L) exp (—6L).

Коэффициент затухания б определяется по формуле
(9) 6 =  (««764/2’ | U | 2) Re {ц | % | 2+v | о | :2}.

Исследуем амплитуду генерируемой поверхностной волны слева от 
неровного участка в зависимости от его длины. С этой целью получим 
приближенные формулы для коэффициента D при слабом (6L<1) и при 
сильном (б£»1) затуханиях этой волны на длине L. При 6L<1 имеем 
D^aL,  поэтому амплитуда волны растет с увеличением длины L.

При 6£>1 получим /)~а/26, и амплитуда волны не будет зависеть 
от L\ наступило «насыщение». Поскольку б~а2, то при «насыщении» 
амплитуда поверхностной волны увеличивается при уменьшении высоты 
неровностей: D~lla.

Рассчитаем коэффициенты преобразования продольной и поперечной 
объемных волн в поверхностную. Пусть на неровную границу падает 
продольная волна (А¥= 0, 6 = 0 ) . Поток энергии в этой волне через участок 
(—L, L) границы равен:

(?ххад =  © рц Щ 26. /
Поток энергии в генерируемой поверхностной волне (5) будет

Q =  (сор/4/;сф2) Г | iV |2, .• i
где N — амплитуда этой волны, равная сфцтDAjlpTU.

Коэффициент преобразования продольной объемной волны в поверх­
ностную получим но формуле

Q _  а р Ы 2 D2
0 ^ ~ Ъ р * т \ и \ >  Т '

Пользуясь соотношениями (8) и (9), эту формулу можно преобразовать 
к виду

Т)Ш =
4ц| sh2 (6 L)

{[х|т|2+у|а12} (6L)
ехр(—26L).

Зависимость коэффициента преобразования от длины 2L  неровного 
участка характеризуется множителем

exp (-26L) sh2 (6L)/(6L).
Этот множитель принимает максимальное значение, равное 0,2, при 2L=  
=  1,2/6. При этой длине неровного участка коэффициент преобразования 
будет оптимальным:

г|о11> = 0 ,8 ц |т |2/{|я|г12+у|а12}.
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Аналогичным способом можно рассчитать коэффициент преобразова­
ния поперечной объемной волны (А = 0 , ВФ0) в поверхностную. Этот 
коэффициент определяется по формуле

( | , 4v|° 12 sh2(6L) , osrN
’l '  ~ lHe{t, | t |-+ vlaH) p  exp(-26L).

При длине неровного участка, равной 1,2/6, он будет оптимальным:
a ,  0,8vl о

(И ) Цо = Re {fx I тг 1 I а 12}
Согласно формуле (11), в интервале &<£<% оптимальный коэффи­

циент преобразования поперечной объемной волны в поверхностную ра­
вен 0,8. Отметим, что в этом интервале изменения \  коэффициент затуха-

Фиг. 1. Зависимость оптимальных коэффициентов преобразования продольной (||)
и поперечной (J-) объемных волн от величины £/%

Фиг. 2. Зависимость коэффициента затухании рэлеевской волны от величины £ /х

ни я 6 весьма мал [11], поэтому для оптимального преобразования требу­
ется очень длинный неровный участок.

Исследуем эффективность преобразования волн на неровной границе 
в зависимости от угла падения объемной волны. С этой целью рассчитаем

коэффициенты rjJ10 , Цо±] и б для стали (со//с=5*103 м/с, ю/х=3,84- 
•10г‘ м/с).

Расчет выполним соответственно по формулам (10), (11) и (9) , где 
величины т и о определяются по формулам (б) и (7).

На фиг. 1 даны зависимости оптимальных коэффициентов преобразо­
вания от величины £/%, характеризующей наклон падающей волны. 
Из графиков следует, что положения минимума и максимума коэффи­
циента г/ 11) совпадают соответственно с положениями максимума и мини­
мума коэффициента г)оХ)-

На фиг. 2 приведен график нормированного коэффициента затухания 
поверхностной рэлеевской волны, распространяющейся вдоль неровной 
границы z=acos [ (/?+!)#] • По оси ординат отложена величина ^ =  
=46/х (х а )2, по оси абсцисс — величина |/х . Длину неровного участка, 
необходимого для оптимального преобразования объемной йолиы в по­
верхностную, получим по формуле

2L=1,2/6=0,76W Ы ) X
где Xt=2n/K.

Например, для неровностей с амплитудой, равной 0,024 (ха=0,15), 
эта длина будет 38 -Xt"при %Ы=0,23 и 280 Х( при g/x=0,8.
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Подчеркнем, что полученные результаты неприменимы в интервале 
О т .  е. при нормальном падении объемных волн и близком 
к нему, из-за неучета резонансных квадратичных эффектов [8, 9].

Аналогичным способом можно рассчитать коэффициенты преобразо­
вания объемных волн в поверхностную для периодических неровностей с 
периодом, равным 2я/(р—|) .  При падающем поле (1) эти неровности 
создают интенсивную рэлеевскую волну, бегущую в положительном на­
правлении оси х. Поскольку пространственные гармоники с волновыми 
числами, кратными (р—£), могут создавать спектры, уносящие звуковую 
энергию от границы, то в отличие от предыдущего случая здесь коэффи­
циент затухания б и, следовательно, коэффициенты преобразования т](|1) 
и зависят от формы периодических неровностей.
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