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МЕТОД КОРРЕКЦИИ РЕШЕНИЯ ДИФФУЗИОННОГО 
ПРИБЛИЖЕНИЯ Г. Д. МАЛЮЖИНЦА ДЛЯ ПЛОСКОГО ВОЛНОВОДА

И НЕКОТОРЫЕ ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ. Т

П о л я н с к и й  Э.Л.

В работе показывается, что нахождение звукового поля в плоском 
волноводе сводится к квадратуре от решения уравнения типа Шредин- 
гера плюс невязка, которая является решением системы дифференциаль­
но-разностных уравнений.

Метод параболического уравнения был предложен отечественными 
учеными. Параболическое уравнение в теории дифракции было впервые 
использовано в 1944 г. М. А. Леонтовичем [1] в задаче о распростране­
нии электромагнитных волн вблизи плоской поглощающей поверхности, 
характеризуемой импедансным граничным условием, получившим в элек­
тродинамике название граничного условия М. А. Лсоптовича.

Волновое поле искалось в виде произведения быстро осциллирующего 
множителя, вид которого находился из физических соображений, на не­
которую слабо меняющуюся функцию, которую Г. Д. Малюжинец назвал 
волновой амплитудой поля.

Далее М. А. Леонтович применил приближение, которое ранее ис­
пользовалось в теории теплопроводности или диффузии при наличии кон­
векции [2] и которое пренебрегало диффузионным переносом в направ­
лении конвективного потока и учитывало его лишь в поперечном направ­
лении (поэтому второе название метода — поперечная диффузия).

В результате решалось укороченпое уравнение 2ikux+iiyy=:0J которое 
является уравнением параболического типа. Дальнейшее развитие это 
уравнение получило в основном при изучении задач дифракции на выпук­
лых телах, размеры которых велики по сравнению с длиной волны, а сре­
да является однородной. Изучалось поведение поля в зависимости от 
различных положений источника и приемника по отношению к выпукло­
му телу (зоны освещенности, тени, полутени и т. д.). Современное состоя­
ние вопроса и библиография отражены в [3]. Отметим большой вклад 
советских физиков В. А. Фока и Л. А. Вайнштейна в развитие метода 
параболического уравнения [4].

Важным шагом в развитие теории параболического уравнения было 
введение Г. Д. Малюжипцем [5—7] лучевых координат (|, ц, £ ), по­
строенных с номощью принципа Ферма или его обобщения и параболиче­
ского уравнения в лучевых координатах для однородной среды (п2= 1):

описывающего поперечную диффузию волновой амплитуды и (5, ц, £) по 
фронтам обобщенной геометрической оптики g=const(A5= l ,  —
коэффициенты Ламэ координат (|, ц, £). Дифракционное поле р пред­
ставляется как p=eiklu{\, г], £).

Применение лучевых коордипат, которые для клипа являются поляр­
ными координатами с центром в вершине угла клипа, и использование 
параболического уравнения в лучевых координатах привело Г. Д. Малю- 
жинца к успеху при решении этой задачи. Было показано, что при Лт->
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-*-+оо решение, полученное по методу параболического уравнения, асимп­
тотически стремится к точному решению рассматриваемой задачи. Метод 
введения лучевых координат заманчив с той точки зрения, что ослабляет 
осцилляцию волнового процесса, поэтому решение параболического урав­
нения в лучевых координатах можно получить на ЭВМ значительно легче 
методами современной теории, однако при этом возникает трудность об­
ратного перехода от лучевых координат к реальным.

В 1946 г. Г. Д. Малюжинцем было предложено использовать парабо­
лическое уравнение для решения задачи о численном нахождении поля в 
плоском волноводе [8 ], была предложена процедура сведения задачи об 
определении поля в плоском волноводе к системе параболических при­
ближении (см. [9 ]) ,  первое из которых выглядит так

дл Я217
(1) 2 ik —  +  —  +  к2 (п2 ( у ) - 1) и = 0.

дх ду2
После выхода книги В. А. Фока [4] на английском языке диффузион­

ное приближение Г. Д. Малюжипца стали использовать американские 
ученые (см. [10]) применительно к изучению звукового поля в плоском 
волноводе. В [10, И ] к исходному уравнению Гельмгольца в декартовых 
координатах

(2) &р+к2п2(у )р = 0

был применен метод факторизации [12, 13].
Отметим, что сам метод факторизации носит точный характер только 

для п2(х , у ) = п 2(у ) .  Применяя метод факторизации к уравнению (2), по­
лучим i(du+/dx)+kGu+= 0, i(du~/dx)—kGu~ =  0, р = и +-Ьгг“ , G = [ ( l / / r ) X  
Х ( д 2/ду2)-\-п2(у)У'г. Если поставить для уравнения (2) условия убывания 
поля на бесконечности (или воспользоваться условиями излучения
А. Г. Свешникова), то получим i(du/dx)+kGu=0, G = [l+ e + | x ],/f, е =  
= п 2( у ) - 1 ,  ц= (1 /А 2) • (дг/ду2).

Формально разлагая выражение для оператора G в ряд Тейлора, полу­
чим G = l + 7 2(e+p .)—V8(e -f ц )2. . .  или, ограничиваясь 1-м членом прибли­
жения и представляя zz= 4 V Ax, находим 2ik(d4r/dx) +  (д2х¥/с)уг) + к 2(п2(у) — 
—1 )XF = 0 , т. е. получаем диффузионное приближение Г. Д. Малюжинца
(1). Далее предполагая малыми параметрами е и \х (по отдельности или 
вместе), получаем различные модификации уравнения Г. Д. Малюжин-
ца (1).

Таким образом, до начала 70-х годов тенденция в применении метода 
параболического уравнения была следующей: для той или иной волновой 
задачи решалось параболическое уравнение, которое часто за счет ис­
кусства исследователя различным образом видоизменялось, вводились 
различные параметры малости с тем, чтобы обеспечить если не количест­
венное совпадение решения с исходной волновой задачей, то хотя бы ка­
чественное (например, совпадение зон конвергенции и т. д.). Отметим,, 
что это направление развивается и в настоящее время [10].

Однако в начале 70-х годов возникла другая тенденция в развитии ме­
тода параболического уравнения применительно к нахождению звукового 
поля в плоском волноводе.

Сущность другого подхода состоит в следующем вопросе: нельзя ли, 
используя диффузионное приближение Г. Д. Малюжинца (1 ), так скор­
ректировать его решение, чтобы точно (или с заданной погрешностью) 
получить решение исходной задачи (2 )? Иными словами, нельзя ли по­
строить такой фупкционал от решения диффузиоппого приближения 
Г. Д. Малюжипца или его модификаций, чтобы этот функционал пред­
ставлял точное решение исходной задачи (2).

Положительное решение этого вопроса было дано в работах [14—16]. 
Затем эта идея была использована американскими учеными [17, 18] и 
развита дальше в работах [19, 20].

В настоящей работе дается строгое обоснование метода коррекции ре­
шения диффузионного приближения Г. Д. Малюжипца для плоского вол-
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повода с параметрами, меняющимися по трассе распространения, и рас­
сматриваются некоторые его приложения. Пусть плоский неоднородный 
волновод (полуполоса П :а ;^0 , 0< y ^ k l )  заполнен жидкой средой с по­
стоянной плотностью и скоростью звука, зависящей от глубины и трассы 
распространения. Волновой процесс считаем гармоническим: ехр(—m t ) .  
Звуковое давление в волноводе удовлетворяет тогда уравнению Гельм­
гольца

(3) Ар+п2(х, у ) р = 0.

На границах волновода поставим импедансиые условия

(4) Pu+igAz)p=0, у =  0, х > 0 ; p „ - ig i (x )p = 0 ,  У=М, х> 0 .

Пусть по поперечному сечению (в торце волновода) задано распределе­
ние звукового давления

(5) р(0, y ) = f ( y ) ,  0<у<Ы .

На бесконечности поставим условия 

<6) lim р = 0, lira рх—0.
Х -+ + С О  X -+ + O Q

Предполагаем, что п2(х, y ) = n i2(x, y )+ in z2(x , у), у ) > 0, nz ( x , y ) > 0.
Функция п2(х , у) достаточно гладкая по х  и у. Предполагаем также, что 
п 2(х, У), nz (x, у ) у g0( х ) , gi{x)  и их производные до нужного нам поряд­
ка равномерно ограничены но трассе волновода. Пусть

(7) Ь<пх*(х9у )^ а ,  e ^ n z2(x, y )< d ,  а< # > ( * ) 6^£, (а; ) ^ц,
где все константы положительны. В (5) задана /(у )  — достаточно гладкая 
функция, /с>0, к — фиксировано. Покажем, что решение задачи (3) —(6) 
единственно. Пусть существуют два решения р и ри их разность со=р—pt 
удовлетворяет условиям (4), (6) и со (0, у ) =  0. Скалярно умножая (3) на 
со\ отделяя мнимую часть, учитывая краевые условия (4 ), интегрируя 
полученное равенство по х t между Xi=0  и X i=x , устремляя затем 
и учитывая (6), (7 ), имеем

X  Xб -lim  Г I со (ж„ Id )  V  d x i + a  lim  f I со (а;,, 0 ) \г dx^ +
Х-У+ОЭ <х> ^О О

xhl-l-e lim  | |  | со 12 d y  d x ^ O .
х->-+оо О О

Из последнего неравенства следует, что решение единственно. Рас­
смотрим функцию

° °  х г  /- у  § и (t, у )  r 3,!e  d t - {- cpj  ( х ) ; j = l , . . . , N  —  1
о

У} =  jh ; Nh =  kl\ и (t, у) —

решение диффузионного приближения Г. Д. Малюжипца:
(9) iu t+ u yv+ n z(t, у ) и = 0, 0< y < k l ,  t > О

с условиями

(10) и ( 0 ,у ) = / ( у ) ;  uv+ig0(t) и=0, у = 0; uv- i g l ( t )u = 0, y=kl.

В (8) q>j(x) — решение задачи:
я

(11) % х х  +  у2  (*» у) Ф; =  ~  —  0 > 5 *  - е  1 4 • я - 1/ ,  х

4* 675



оо . X 2

X J И (i, у )  t 3/2 • е 4' [К2(Ж, — n2(t, у.)] dt,

(12) ф ,(0 )= 0 , lira фДж) = 0 , lim <р* (ж) = 0 .
Х - + + С О  Х - * - + с о

Будем предполагать, что функция ср в окрестности поверхности и дна 
волновода удовлетворяет условиям

(13) Фоу +  igо И  Фо
« ' 4 *  F * ( 0 — вь (*))
Vг : т t7*

о
. я г

X е 41 гг (г, г/) dt, у==  О,

(14) _ /_ х _  е 4 *  Г * ( f t (* )— ftW ) *ТГ
^vN ~ 181 {x) -  - j / T  ' T  J ?A

X » ( f ,  y) dt, y =  k l .

X

Введем обозначения: (Piw= (ф н ~ 2q>j+q>j+1) A“ 2, / = 1 , . . . ,  N— 1; фоу—
=  ( ф 1— ф о ) Л “ 1;  ф у ^ = ( ф л ' — ф л ' - Л А - 1. Покажем, что при предположениях:
а) существования ограниченного и достаточно гладкого решения задачи
(9), (10), существования и единственности дважды непрерывно диффе­
ренцируемого по х решения задачи (И ) — (14), а также абсолютной ин­
тегрируемости функций и-Iй, U fta, — 0 ,5< a< 0 ,5  в промежутке £«=[0, ° ° ] ;
б) существования ограниченного и достаточно гладкого решения задачи
(3) — (6) и равномерной ограниченности интегралов

max J lpv(i) lzdx<Cn;
со

0 *ZV<kl
max

0e£V<kl

. Я  —г — 
4

с о
. хг 
1 4t

у (х, у) = епЧ, Y  5 и (*> у) е r v‘ dt\ г =  0,1, . . .  4,

где Сцч C2i — константы, справедливо утверждение

(15) lim \р(х, у}) - W  (х, у,) I = 0 , (ж, у,) еП .
h-yQ

Для доказательства рассмотрим Ф (х , у) =  lim Фе (х, у ) , где
*-+ о

(16)

.  я

г 4
эса

Фе (X, У) =  у) е_8<е 1  ,/г dt'
. я—I . х1

или Фе (X, у) =  —  ~  $ и (t, у) e~Et V '  de « .

Интегрируя по частям, а затем дифференцируя полученное выражение 
по х  и учитывая (16), получаем

—i —  00 i . я_
ф е;с =  е 4 ut (£, у) t~ 'fte~*1 е lt d t— е-г 4 X

о
оо г х 2

Хлт1/*  ̂ и(£, у )е ~ г1е ,и t~ ', l d t. 
о
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Дифференцируя эхо выражение еще раз по я и устремляя е->-0, получаем 
соответственно

(17)
. Я

=  \ “ I (*. у) t~'h e dt.

Я

(18) Ф _  = -т = -  ?  »* (*> г/) t 3/2 е(/я / J

Рассмотрим Ч'Дж, у )= Ф (х ,  г/НсрДж), /= 1 , —  iV—1. Легко видеть, что 
Ч'Дя, ijj) =Ч Г (ж, уj) . Проверим выполнение краевого условия (5) при г/= 
=У}- Делая в (8) замену t = t tx* и полагая затем х= 0 ,  имеем W (0, yj) =

—• JL
е 1 4 / (у) СО

] /  Л
4' Г*7, Л  +  ф^(0) = f ( y . ) .  Учитывая нредположе- 

о
о о  -  .

ние (а), находим (см. (21]) 0,5 х   ̂ u{t, у}) Г ' 1ге “  dt I —> 0, х —> - f  оо;

оо • £: •11| J ut (t, y.) t~',2e 4* | -> 0, x  —> -|- oo.
0

Используя также (8 ), (12), (17), получаем | Ч1-(х, ys)  | ->0, ж-*-+«>; 
I Ч'Дя, ys) | -»-0, Итак, находим
(19) Ч*- (0, у }) = / (у}) ; | W (х, у,) | -*0, * -+ < » ;

^ « (ж , ys) I ->-0, Х->+оо.

Покажем теперь, что lim | 4я {х, у}) —р (х, у}) | = 0 , (ж, уД еП . Пусть
юД*. у)=о>Дж, у)+фДж), где

(20)

•  Л~1 ~  оо .
®а (Ж, у) =  ~тт=_ ^ r \ u (t’ у) е 4‘  dt — Р (ж, у).

V я  ̂ «

Рассматривая coiSv= [© j_ 1(a;, у^ ,)  — 2coj(x, У))+сош (х, yM )]h~z, имеем

(21) o)iw‘=(Piw+(o)iw)»==^+MJ,
()+»)'>(22) tf,= [ j [O '+ D A -y ]3 (IV)i

------gj------ - 0)ly dy

f [ ( / - l ) A - y ] # (it) , 1 , , -  J --------- ----------- o>lB dy I A-2.
U-l)h

Учитывая уравпение (3) для p (9 )- ( И ) ,  (18), (2 0 ) - (2 2 ) ,  находим

(23) < й )х х + < й Я у + П 2 ( х ,  y j) < b S= M b  У = Уз1 0 < Х < + о о .

Скалярно умножая (23) на со/, отделяя мнимую часть и используя вто­
рую разностную формулу Грина (см. [2 2 ]), получаем

N- 1 N- 1

1У*, (cOja*co/—cpjxxOj) h — y * t (Л/,©/—Л //© ;)А +(© в©5— ©Oy*)w —(24)
i=i

tf-l
— (©‘ ©y—© /© ) o+2i rc22(a:, z/;) I ©*l2A=0.

i-i
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(25) <*>**= ((О*—(Dtf-i)/& l— COiy | y=ft/"bî o+CPi/W»
(26) COyo= (cOi Oo )h  1 = COiy | у=ъ~̂ ~ M

N h

(27) M0=  j a w [ ( N - l ) h - i j ] d y h - \
( N - i ) h

h
(28) M1 =  'Jo>ltfy (fe -y )d y A -1.

0

Учитывая (10), (13), (14), (20), (25), (26) и краевые условия (4), 
находим из (24)

N— 1
У ,  2и22 (х, i/j) I CDjI 2ft+2g0 (ж) 10012+2gi (x) 10 ,v 12 =
j - i

•W-l
=  (coi**co/—( j ) j x x ( i ) j ) h + i ( M 0 ( o N ' — M 0 * ( d N )  —

j- i
N - i

- i ^ O o ’ -M /cOo) —i ^  ( M & f - M f o>;) h.
j= i

Применяя к правой части последнего равенства неравенство 
< ( C 0)~ia2+ C 0b2, С0> 0  и используя условие (7 ), имеем

2 ab<

N ~ i  1 1
(29) (2е-Л 2) У  |0J|2fe< O ,5 lM ol l - f -  +  O ,5|il/il2 —  +

ш м  О СО
3 - 1

W-1 W-1
+  (собеса/—0̂ ххСО;)Л+Л \Mj\zh.

J - i  3 = 1

Применяя к интегралам в правой части равенства (22) неравенство 

Коши — Буняковского, имеем шах 1со1уЛ) I2 и аналогично
О <v<kl

\M0\2< C 2h2 max |colvvl2, |M,l2< C 3/r  max lo>Iyyl2, где константы Cu C2, C3
0 <v<hl 0<y<hl

легко вычисляются п нс зависят от параметров задачи и шага h. Учиты­
вая последние неравенства и (29), получим

N - 1

(2e—h2) V 1 \(Oi\2h <  (0,5С2д~' max IcoJyy12+
3=1 0<у <kl

+  0,5С3а~\ max l©i„I,l2+WCi max |©,(,У  |2)fe2 +
0 < У < Ы  O ^ y e Z h l

N - i

+  ̂ У , (0);xtC0j# G)/x*CDj) h.
3— 1

Проинтегрируем последнее неравенство по .т, между я ,= 0  и я,=;г:

х  N - 1 N-1
(2 e -h 2)  j  ^  (<x>])2h d x ,< i  У  (© ^ © /-© ^ ‘ ©^fel

0 j=l 3 = 1
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, , 0,5С2 т -1--------max[ б

л

f О), УУ

О 5C
dxi + '- l— -  max j l(olv,,!2 +

a  оtzudhi *0<У<А*

+  klCi max JI o>,(v4)l2^ ,
O <y<hl ]*

(A < (2 e )%).
Устремляя a:->+oot используя предположение (б), а также учитывая (5),
(6), (19), (20), имеем

00 N - 1

(30) (2e - h 2) |co,l2ft<fz,s£C/i2.
О ]шш 1

В (30) С пе зависит от h. Устремляя в (30) Л-»-0, получаем 
lim |р(х, yif—'y ix ,  у}) |=0. Оценка (30) показывает, какова скорость схо-
h-> О
димости выбранного нами приближения к звуковому полю в волноводе. 
Таким образом, процедура осуществления метода коррекции диффузион­
ного приближения Г. Д. Малюжипца выглядит весьма прозрачно: нахож­
дение звукового поля в волноводе сводится к квадратуре от решения 
уравнения типа Шредингера плюс невязка, которая является решением 
системы дифференциально-разностных уравнений. Отметим, что из (8) 
следует полученпое ранее [14—16] интегральное представление, связы­
вающее решения уравнений Гельмгольца и диффузионного приближения 
Г. Д. Малюжипца для среды с параметрами, не меняющимися по трассе 
распространения.
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